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任意非正交曲线坐标系在叶轮机械

气动计算中的应用

陈 乃 兴
一

金

船舶系统工程研究所少

摘 要

本文应旧向量分析的方法
,

推导出非 〔交曲线坐标系的梯度
、

散度和旋度的计算公式
。

从

湘得到了无粘性流休在叶轮机械中稳定相对运动的三维流动的气动热力学基本方程 然灿 ,

讨论了用任意非正交曲线坐标表示的势函数方程
,

以及两类相对流面
,

和
,

流面 自流沮

数方程 吴仲华方程 最后也给出了速度梯度法 或称流线曲率法 方程的三种形式

一
、

任意非正交曲线坐标系

泛仲华同 占的论文 的发表
。

引起
’

国内外的重视 他用张录的方法 首次推呼得到

了任意非正交曲线坐标的叶轮机械三维流动的基本方程
,

促进了叶轮机械气动川黄计方

法的发展 我们自 年也开始 了此项
一

作 文献【 的发表启发促进了我们的 几作

图 任意非正交曲线坐标系 图 作正交曲线六面形微儿体

在任意非正交曲线坐标中
,

任意点 的位 置可以用 三个坐标值
,

尸
,

尸 米表示 护

点在三个变数 二‘ , 才 ,

尸 增加的方 厂刁取 切线方向的三个单位向量 , , ,

而 厅
。

少
,

。 分别表示垂直于体积为 笋 的非正交曲线形六而体的二个面的 单位法线向从

祠径 九
,

尸
,

的偏导数可写为
口 。 口

’ , 、, 才 一
, , ,

这 卫“ ‘ 为向量 口 口
‘

的 长
,

称之为拉梅系数
,

它们 可以从下式计算中得到

主 木文曾 犷
‘

龙 年 月在杭州 全国 第 几 洲 匕程热物理学 术 交汉 卜含读
令 作 各砌 在中国科学院 力学研究所 上作
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麟 。 。 口 ‘ , 一 。 ‘ 。夕 ‘ , 口二 口 ‘ ,

某一向量 在两类三个不共平面的向量 。 , , 。 ,

和
,

讶
,

护 方向分解
,

可写为

一 ‘ ,

一 “

‘与 ‘之间的关系为
‘ 一 ’ ‘ , ‘ , 。 ‘ , , ‘ , 。

众所周知
,

一指向无向量 中增加最快的方向
,

且大小等于此方向的导数值的向量
,

称

之为 少的梯度
,

而且在任意方向 的导数等于少 的梯度 甲必 在此方向的投影 根据此

定义
,

不难求出梯度的计算公式

甲中 一

向量

小

‘ , , ‘

“ 十
中

。 , ,

己少

。 , 。 月 ,口
“

经过包围某点的无穷小休积的面上对单位体积的通量
,

称为该向量的散 度
,

·

犷 冲

币, ·

笋
按此定义写出通过

, , ,

川
,

成
,

玛 六个面的通量之和
,

并除以六面

体的体积 笋
,

便得
甲

·

。 月泛月 ’刀 。 ‘ 。 月 月 刀 。 , 。 盯 。 从月日

, 。‘ ,

仇
, 。 , , 。 , 。

某一向量 的旋度 甲 在任意方向

甲 一 五

的投影
,

可以由下面的定义给出

争
·

上式中的 为积分 于。 封闭周线所包含的面积 由此可见
,

甲 与所选择的坐标

系无关 例如
,

向量 的旋度在面积 左 , 法向 汾 的投影为
大 。

一 口 刀
、 。 , ‘ 。 , 一 。 。 , , 。

口 。 , 。

最后得旋度三个分式的表示式

杏, 一 。 从 。 , , 。 。 一 。 。 ,

。 刀
, , , 。

夸, 一 。 万 。 。 , 。 ‘ 一 。〔 。 ‘ ,

。 从 。 , 。 , , 。

参 一 。 。 , , , 口 , 一 口〔 。 ,

。 ‘ 刀 从
, 。 , 。 ,

一 互‘ , 互, 夸

应用向量分析的方法
,

不难求得用任意非正交曲线坐标表示的叶轮机械中相对稳定

流动的气动热力学方程组 由式 和 甲
·

一 。得到连续方程为

口 从
、口 刀

,

口
闷

月 矽
,

祛祛
。分砚

一
月

一
, 叫 门一‘‘ 二‘ 二二 二

口

由式 灼 代入运动方程的两种形式
,

即
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甲 厂 一 又 甲 十 。

甲 码 一 抢 甲

一 。 一 一 爪

甲了 ,

不难求得用压力梯度和滞止转烩 与嫡 的梯度来表示的运动 方 程 汾
,

分式个

卿一二经过向 联廷

喇一
“ , , ”

向介勺

川 评
产 口

书
不

了

旦坦心
。 。 “‘ ,

口几 介

, 之

口上月 砰 凡 ,

口

环

了于

一

平鱼旦 胜三瞥 ‘
‘

口 评 , 。 。‘ ,

」
、

口

十 。 砰 , , 。 不犷 ‘
, , ,

‘。 , 。 。 , ,

一 一 二 扮打
刀 口 飞今

厦

气,、﹂、,少︶

鱼评
,

环 ‘

一一

—
月 一

—从 扩 从

口 从矽 , , 之

日

日 从 、 ‘

口

里丝
十 。 牙 ” ,

一 。 , , , ,

“ 。

口

‘。

口〔

一 砰

丝偿终芭 ”辫
口

一 少

。 , ,

仇 。 , , 。

月

〔

口 牙里丝上十

月

口
户 了 口

’

。 , 。 ,

口

口〔丸砰 。 。 ,

一竺上 口 砰 , ‘ , 、

口

,

。 矛 ,

评护 , ,
’

口

。 ‘ ,

一 。“ ,
·

。 、 , ,

材
。

一
, , , 。

一 , 一

亚
夕 口

’

口 从
。

飞

一 不仁 匹坦业咎钾
兰

兰卫
犷

,

飞 。

一
丁

, ,

, 。

口 挤
, ,

“ ,

月一
沙

一 、一二

一
一 六 一

口 刀 , 。 ‘ ,

口 八
口 八一

又 一 下不
一

门

了 。

附 旦丛互全三臀粤少坦
‘

口 ‘。

刁 加
口 从 。 ,

日
妇工一塑 脸禁‘丛 〕皿

一

私
〔少

,、,

附十

一 、 瓮
一 了

影
。 , 。 ,

口砂

口 。 。 之 ,

飞 。

一刀
,

才,口

附

、 。 。‘ , 。 。 从
, ,

姚

口 加
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了口 丁口, 、
一 不厂屯 一 下不一

卜

二
、

叶轮机械三维位势流动的势函数方程

设在叶轮机械内部的流动是等墒过程
,

且进 口 的总焙和墒都均匀
,

从而 次

除外 甲
,

则在绝对流场中存在一个势函数 少 ,

它的梯度与非正交速度分量的

关系为
‘ 一

澄 一 “‘ ,

一 ‘一 ’, , 、

一 蕊 万众丽 器涂污器
十

澎瓮召斋

‘ , , 口中
, ,

从。

, ,

将上式代入式
,

经整理化简后
,

得势函数方程
, 。,巾 。 ‘, 。,巾 。 , , 。 。,必 。 十 。, 少 。 ‘。 ,

口 中 口 , 。 口,巾 口 ‘ 口小 口 , 。 。 ‘

十 。方 口 口 口 口少 口 , 口召 口 ‘ 十 口刀 口 十 口 口

。中 。 。刀 。 ‘ 口 。 , 。 一 。 。亨, 。 ‘

口月 口
·

口 口 一 从 评‘口 口 ‘

评 , 。 砰 口
‘

系数
二 , , , , , ,

⋯ ⋯只是几何参数的函数
,

其表示式为
,

月
,

月
, , ,

月

—
一

一
。 行 一 奸 一

又
, , “‘

, 月 刀 ‘ , 。 ,

‘

拭 。 , , ‘ 。尹, 。 ,
’

斗

势函数的方程属于第二类边值问题的求解
,

因此它的边界条件可按壁面的法向单位

向量与速度向量的标量相乘为零的条件得出
,

即 对于远离叶片上下游处
,

气

流速度的方向往往平行于内
、

外壳
,

例如对于轴流式叶轮机械出口
,

就有
,

口毋 , 一 士

对于几种特殊情况
,

势函数方程可以得到某些简化 例如 护 坐标选为角坐标 甲 ,

矛

与 尸 为子午面任意非正交的曲线坐标
,

且 气 与 玩
,

一

卫遐匕 止丝 十 丝些一 燮坐
一

些丝‘

。 组成的平面正交 则有
口 少

近, ‘

从 口 从 口 之

, , ,

一 乙 一一二一一 一 二‘

日

。 ,

口少
“

—」 上

口巾

口 口

十 。‘二丛丝匕、 一 。 丛暨鱼 、
日 口

。 。

必 「
“ 二 万 嘴
」 ‘

。 了 几几 、 八 ,

飞

—
之“

月 臼
口

一
。 、一

巾

—」

”

井弩业

忠聋
“ 一 。 匹鱼遇鱼望过

口 口护

一 从弘
, 。、

翌鱼 旦 些 旦旦卫 十 翌 旦吵、
一 ‘

从 口 乙

从 口
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其近壁处的边界条件为
·

一 , 。巾 ‘ , 。巾 从。 , 一 。 。中 一 、

式中的 , ‘ , , , , , 分别为壁面法向单位向量在 , , 。 , , 一

三个方向上的分量

三
、

两类相对流面的任意非正交曲线坐标的流函数方程

早在 多 年吴仲华教授就提出了一个通用的计算模型
,

利用两类相对流向 ‘ ,

又

把三维流动简化为两个二维流动问题
,

山这两类相对流面的互相迭代
,

可以得到三维流动

的解 求解这两类相对流面可以用通流矩阵法或速度梯度法 流线曲率法
,

前一个方法

就是应用流函数 梦 作为未知数来求解流场中的诸参数 在 流面的计算中
,

常应川第二

种形式的运动方程 此时
, 二 与 二 ,

为 , 流面土的任意曲线坐标
,

垂直 于流血 。 , 向分

速和 的旋度分量为零

旦匹些粤钾
」卫坦

‘ 以

口 犷 。 , ,

口 卜
‘ 。 , ,

’一 “‘ , “ ”

劝劝幼林归招。 。 。‘ , 二 。‘ , , 一

对 于均匀分布的滞止转烩和墒的情况
,

匹⋯生
望 兰些

二

旦些
口

对 厂迥转面的 流面
,

满足连续方程

口 了 ‘、

兰立二户三兰上 公止兰兰二三 乙 一
口

,

的流函数 少 有如
一

卜等式

口梦
从丫 日 , 口少

口 共 一 一 了二 、 。 口
口

产

将以土诸式代人式
,

整理得 与文献 〔 相同的流函数方程 吴仲华方程

护毋 澎举

—
一 月

——
寸

‘

一二

孟台 乙 乙 口 乙

玛
式中 一 一 。 口 。 ,

日 犷 口少 少

—
一 一卜 右 一

—
、

十 户

—
二 一 行

。

口 今
乙 口工 乙 二

刀
从口

、

从 日

、二 亘些兰

月刀州
十 口

日
〕

月 口
’

‘几

、、

。 几 、
一 —一二 几

—
— ,

子八
,

从
。 臼

口 丫

口 弓
十

夕旦兰
口

。 二

一
、

月 口
艺 口

己白

反旅
“ ’

‘ 田了 叮 口

。

口少
‘

己

口 户 。 浏 、
以 宪

—
了一二 】

一

凡沂
,

了、

夕竺
刀

。

口 户

口

。 御 户 、
吸 , 飞

——一 “

一

鱼
几口 乙

甲 ,

口 、
一 —

一二

口丫

澎 、仇

八卫些
刀

, ‘

石 流面的流函数方程 坐标系可以如此选取 尹

交的曲线坐标 同时
,

设垂直
一

于 流面的单位法线向量为

与 为子午面上任意非正

沿流面上对 和 尸 的偏

导数为

砚 匹立十 二三三三旦赵些
口

。 口

, 口

,

旦幼 旦 立 十

口犷 口犷

,

口
护 户

刀

之
刁‘ ,
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考虑到由于周向压力梯度所造成的加于流面上的力

一 生 生 粤
一

、
。 一 十 , 、 十

”子 户 甲

以及 力与流速 的垂直关系和单位法线向量 。 与流速 的关系

便得到 凡 流面的运动方程的三个分式
,

口
,

口
, 门 口

, , , ,

口 、
竺 二 一 二竺 竺一 十 牙 竺二生 砰 二二卫二 、,

口 口二 , 口 凡

整理并化 简后
,

一 。二 。〕 ,

丝 、
。。。,

万 ’ 砂
’ 口

一 牙
’ 评

’

牙‘ 口
一 生 一旦已一

户
十 熟

妒
一

处三 十 妒
口

口详 小

口 ’ 竿
田 一“ 牙

’ ‘ “ , 自

或

牙 ’ 口 衬 二 砰 矿

一

一
‘ 一

一

一
,口

十 二

从口 ”
乒

,

砰
口甲

口尹
十 环月

日

口

口 ’

口 ,

口 。

月 召

—
口诀

从口犷

一 ‘。。
· 厂。

十 。

匾、
。 , 、 。 丫二 。 ,

十 。尹

生
丫

一 ‘

一 ‘

私

一 砂
, 仆

· ‘

评 。。 工 口月

口
一 牙

‘ , 口白

从口 ’

对
生 一旦已 十
户 口

用同样方法求得用滞止转烩
、

墒的梯度表示的运动方程

卫丛 口‘
。

, 之

口 ‘

‘ 十 伴
一

吸

—
一口 从口尸

口

口 ‘

, , , 、 。 口不 口 ‘

, 一 吕今 一 口 、

一
—

一
一 ’

从口护 口砂

砰
’ 砂

’

‘
牙

’ 口
口

口
一 评 砰

’。 班 ’

十 已 ,

加
一旦叁一 一 二一 卫红 、一

。

二匹
一 口 口尸

一 “ 口

十 九

口了 、
卜

一
,

月 口 ‘

, 口 犷。 ,
·

口 、

—

—
州一

—
一 一二一一‘丈石一二

口 ’ 、口
梦

评
, 口 。 , , 工 , , 口砰 , 口附

‘

、
, , , , 。 口环“ 口砰

一 —
一一 佗丁甲 , 一 一 即 、一一一一二 , 一 , 一

—
洲

一 口 ” 恤

—
一

—
,

从口犷 口砂 从口丫
、 ‘

口 从口尸

体
‘ ‘ 。。 , 牙

,

工
从

口

口
一 附

’

津 ’ 砰 。 口

从口
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十 。 。 。。,

‘
。
退粤

, 一 。
典攀

一

、一 , 。

一卫生 十 一鱼
一

、
口丫 口分 了 一

几口护 口扩 了

十 产
气、了几胜

厂产 一 , 一 一
户 儿 。

了 一 一 以劝 ,

, 甲 力

梦一 一 一 一 工 口户

口

,

叭一御
,一年沙一凸

︸︶一’

︸

一夕
子一 一 厂 队 一 一

时 一 萝竺 。谊 氏 ,

时 兰
。祖 么

即
‘

扣
、 十 粼

朴 鱼
,

篮巡进丝二些三〕兰扭
口

、尹
,‘,乃乡

土

杏

设满足 流面的连续方程

口 从了 伴 ’

口 ’

的流函数的偏导数为

婴 一 。、、
。 、

一

烈一、 、
、 。 ,

口
‘

刃 护

将上式代入运动方程第一分式 便得 流 面的流函数方程曰

口 少
, 之少

一
月一

—一
一卜

口

口
,

从 口 ,口 子了璧口
十 石 —

口少

口 ‘

一 竺
一 一 ‘

从口尸

式中诸系数分另 为

一 口 ,

口 八 从
‘

、 口 丁

—
土

—
一

—
十

口尤‘ ,口二‘

,

一 口 八 刀
, 、

户

—
一

口才 、

从
,

口 丫

口工
十 。 认

塑些 十

从口才

口 兰
一

十

清不
,

口日

从口之 ’

口

日 月 口二 , ’

口梦 厂口 口

行

——
一口二‘ 口 ‘

口 户

从口 马

。。 。。 , 、一
一

旦里 兰丛竺 一 旦纽旦 。。。 。
,

一厂 刀尸 月丫 刀
‘ 一

才

卷

不

仁

‘

子弓 呼

‘飞

了 口 户 ,

「 。 口 。 ,

月 一 一 下
一万洒万厂 十 了“ 若一 旦望

、

口 ‘

口了

口之

一 伴

正
、

反间题的解法见文献 〔

四
、

适用于速度梯度法的 和 凡 流面的基本方程组

吴仲华教授早在 年就已经提出了逐站计算的速度梯度法 或称流线曲 率 法 〔对 ,

把全场的二维问题简化为每个计算站的一维间题 本文所推导的 流面的方 程 是 适用

于迥转面的情况

流面的速度梯度方程通常写成三种形式
,

为节省篇幅
,

速度梯度方程写成下面的形
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表 与 万 流面速度梯度方程的系数 , 的计算公式
·

⋯
系系数数数

方方程
形形式

下命二
一

卜会影
” 一“ , 一日

德
一

彩扮 ⋯⋯
田 口 ,,

流流流 一 “

斋一
“ 飞

黯
】·“

瓷 箫箫
刀 , 夕, 飞飞

正正

一
“ ,

粉
一“

焉力」」」

一 , 、

丁
刁

了 勿 , 夕, ,,

月 子 刁 、, ,

一 , , 、圣 。 、 、、口 , 一

、贾 , 《、 口 ,

飞“
’

火一下而了了了

口
,

口 , 丁 口 几 ,
· ‘

。 , , 、、、
十十十十 口 之子 一二一 十

—
, 十 气, 二厂万 十 二 二 二 , 十 二二二 二 ,,,

华 甲
一

月
’

月 、。 ‘‘‘

瓮
一 ”

,
’

「
几 一“ 关毒抉下 一 “ ‘·“

胃詹六六六
一一一一 花带手为备 」

一
二 〔

“矛 〕

箫箫箫
一一一一

彩全 一

最器一
“

箫
孟“考

豁豁豁
瑰杂一

“

另
,

器
刃 夕

彩多
‘

」」」

,

了、 口
, , , 下 、

『 汤

了、 。 口 、 功犷 们 ‘ 夕
、了‘ 、

—
卞

—
寸

—
争十 了 工 、乙 仁气 , 谧

—
宁一一万一 圣 八 , 《、、日 、

流流流流 切 甲 沪 沪 ‘ 反口

面面面面 口夕
, 、 , 、

口
, , 。 口 丁 丁 口····

二字 口, 、一共奥琴 巧 少兰兰二兰 岑井乡舟 匕立竺二二』』』

心心心心沪 ” 口洲
“ 一

心沪
一

扩 、 沪沪沪

口
, , , 、

口 , 丁
、

口八
一一二一 任李斗下 。〔,、口 、

笔二岑
一

冬 兰竺上 滩 , ‘。 口 ,

口 、 了、。万‘
’ ‘ ’

口 ‘
’

卯 “ 一 ‘ ’

一
‘ 」

刁 , 」 厂 刁 」
、 、

口 、 。 夕
, ,

。 。 、飞一一一一 , 于井‘二 八 , ‘巧 口 , , 仁‘二二

竺 日 二 二二工几 , 李
,

一 、

“
一 ‘ 一 “

月 口 ‘ 尹

皿 ‘ 〔》 , 」

了了了了瑞丽获卜摆
” 一“ 〔‘ ·日玉

斋
一

斋
、灭袱布画

,

李箫箫
一一一一 」

髻兴一
“

箫
十 、

诚 枷枷
十

袱
一

斋
十

箫一击箫
十

试彩幼〕〕
·

命
十

川川

“ ’

⋯银乡
十 一、“

器 箫
左 , 一“ ,

箫箫 华碧詹升
十 抢抢

器黔
一

器
一 “

豁
一“

斋 斋
·

一

斋
十 了

斋
十十十十

箫
十

击豁
十 氏 昙黯

厂产〕
”

谓二 ” 以 “ , 一

箭器
十 、 一 ”卫 八 。, , 夕

····

召擂岁 小最豁
。 、。 。,
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续 表

节
一
翩一一

—

—
一一一 一万 , 一一一一一一 ,

万程
形 式

流

不下元币石
牙不 乏不蕊石万 、

丁带荟麟爵不 臀器

箫
十 雌先

鲁一斋 斋
‘

小
‘·“

器 十畏留尹斋
一 ‘ 一“

·

斋
一 二伙帚拼立卫芳未事〕

一

青斋
片

一

蔽诺而
一

、阶
召 ,

、
烹

二 一

斋
一 “

粉一
”,

箫 人箫
十

箫一
“

梁
‘

夕飞 ,

器

华斗瓷票
一

带

十 了

刁‘

十 一了 , 二 丫

月 仗夕 ,

十 不

」
一

、律 ,‘”

十 刁以 ’ 召 , 一

啥

刊

式 。计
’

, 尸 十 砰 十 夕一 。

式中的 尸 与 的计算公式见表 表中的 一 附 附 表示两分速的比值

表示 汗
“

分速的马赫数

连续方程的积分形式 通过
。

至
‘

厚度为 的 流片的流量为

斗

二 ” 。

一
。 。、丫 飞 ‘· 口 , “‘’·

凡 流面的速度梯度方程为

口 ’ 口 即 ’
夕

斗

斗

式中的
一

与口见表

连续方程的积分形式

’

附

通过 甲 向厚度为 的流片 从 人到 , 之总流量为

‘ 一
几

·

、
‘·

斗

关 于应用非正交曲线坐标系表示的粘性气体在叶轮机械中流动的基本方程组将在另

文中发表
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