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变截面圆轴扭转问题用非正

交曲线坐标的新解法
’

李 敏 华

中国 科学 院力学 研 究所

提要 本文是在飞机发动机涡轮轴应力分析的基础上提高为变截面圆轴扭转问题的一 个

新解法 利用向量的散度和旋度对不 同坐标系是不变量的特点
,

通过张量分析推导出在任意

非正交曲线坐标系中变截面圆轴扭转问题的平衡和协调方程
,

包括用应力 函数表达的协调方

程和应力函数与应力分量的关系式 用任意非正交曲线坐标和差分法求解应力 函数 本文计算

得到 了全轴的等应力 函数线和剪应力分布
,

并得到沿小 凹槽边任意点的应力
,

计算结果和光弹

试验结果接近 本文还计算了有解析解的空心锥轴
,

误差小于百分之一 通过计算说明本文

提出的新解法收敛性很好
,

并且所需计算机容量少 可 在容量 的 一 机上同时 计 算

多个节点
,

应用方便
,

便于编排通用程序
,

计算量较有限元法少 另一方面
,

由于采用

了任意非正交 曲线坐标
,

因此
,

适用于解决复杂曲线边界的问题
,

提高了通常用的差分法 的

适应性和灵活性 , 此外
,

本方法用应力函数作为未知量
,

从所得的等应力 函数线和等位移函

数线图可 以看出全轴应力分布的概况
,

对于改进设计很有帮助

变截面轴在扭矩作用下的间题
,

早期的工作大都是从数学上的方便出发
,

取特殊的

并且可 以用函数表达的正交曲线坐标 ’ ,

因此这些轴的形状大多是很特殊的
,

很难用于

工程实际
,

对于给定形状的轴
,

更没有一般性的解法 计算机发展后
,

有限元法可 以解

决很多问题
,

但对于形状复杂的轴
,

特别是包括应力高度集中区的问题
,

用有限元法要

求有很大的计算机容量
,

并且对于小 凹槽应力高度集中区
,

应力变化率大
,

外推不易得

到准确的结果

年
,

作者曾计算了线性变截面圆轴的应力 年
,

以飞机发动机 涡 轮 轴 为

例
,

进一步作过在扭矩作用下的应力分析
,

考虑到涡轮轴断轴的疲劳源在圆角小凹槽

处 半径小于半毫米
,

因此需要对外形极为复杂的轴及小凹槽应力集中区进行细致的应

力分析
,

所以提出的解法采用应力函数作为基本未知量
,

采用任意正交曲线坐标 但当

时所用的数值计算方法收敛性差
,

并且对于形状极为复杂的轴正交曲线坐标的形成比较

困难
,

因此尚不能作为一种普遍适用的解法 本文改换了迭代法
,

提高了收敛性
,

这样
,

放松了对应力函数 沪初值的要求
,

因此也就放松了对坐标曲线选择的要求 中国科学院力

一 了 年 月 日收 到



固 体 力 学 学 报 年

学研究所在工程热物理方面
,

成功地将非正交曲线坐标用于叶轮机械 内部流动问题的分

析计算 我们得到启发
,

改用非正交曲线坐标 本文推导 出变截面圆轴扭转问题在任

意非正交曲线坐标系 中的方程
,

提 出了变截面圆轴扭转问题的新解法 计算了有解析解

的空心锥轴
,

计算结果和解析解进行了比较
,

并对复杂外形涡轮轴进行了实例计算

符

户、
, ‘一

表示 寿, ‘节 点 劝的 差 分 方 程 中

叻枷 ”
一

项的系数

基底向量
,

亦称协变基底向量
‘ 正交于 的基底 向量

,

亦称逆 变

基底向量

, 任意 曲线坐标系中的度量张量
, 扭矩
‘ , ,

任意非正交曲线坐标
,

日
,

圆柱坐标
‘ 协变单位基底 向量

口 逆变单位基底向量
刀 切向位移

, ,

护
, 、 笛卡尔坐标

号

从
,

功
,

功 任意正交曲线坐标

成 , 任意曲线坐标 寸和护之间的夹角

儿 , 卜。,

儿 圆柱坐标系中的剪应变分量

气 , 〔。, 〔二

圆柱坐标系中的正应变分量

。 ,

几
, 。二

圆柱坐标系 中的正应力分量
丁二 , 。‘

二

圆柱坐标系中的剪应力分量

勺 垂直于 方向平面上的剪应力向量

含
,

端
,

嘴 表示 , 在 了
,

梦
,

护方向的分量

必 位移函数

甲 应力函数

叻 无量纲应力函数

诚盆 表示迭代过程中第
,

节 点 第 ,

次计算的应力函数值

、

用应力向量的散度和旋度表达的变截面圆轴

扭转问题的平衡和协调方程

变截面圆轴的扭转问题
,

由于轴对称
,

位移不是 的函数
,

切向位 移 是 和 的

函数
,

轴向位移和径向位移都等于零
,

田

在
,

口
,

坐标系中
,

应力应变分量为

任 二 任 。 〔 件

口 , 二 氏 吼 二 几
, 二

、

下刃, 一 一 舀 石 下 气一 ,
、 ,

平衡和协调方程为

、夕、几,自了爪、了‘
、

。二

器一斋知

备一
。

卜备一
。二 。

备呼
一

斋脚
。

应力函数和应力分量的关系为

产 ,
旦竺 六

, 二 夕竺
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位移 函数 由 为

少 二 竺

变截面圆轴
,

在扭矩作用下
,

轴的内外壁应力函数是常数 一般受扭的轴内外壁不

受外力
,

又由于轴对称
,

只需要考虑轴纵剖面的应力 二维问题 纵剖面上内外壁曲线

本身就是等应力函数线 利用这一特点
,

可取应力函数 梦 为未知量
,

取等应力 函 数 线

轴的内外壁曲线 和接近于等应力函数线的曲线组作为一组坐标曲线 如用任意正交曲

线坐标
,

另一组坐标曲线可用正交于这组曲线组的曲线组 如用任意非正交曲线坐标
,

可取便于坐标形成的线组作为另一组坐标曲线 这样
,

对于解内外壁曲线形状复杂的变

截面圆轴
,

特别是带有应变集中的小凹槽的轴 图 是非常适用的 可 以比较准确的给

出沿轴壁小凹槽应变集中处的任意点的应力 因此
,

需首先得到变截面圆轴在任意曲线

坐标系的方程

玩 和 介
,

为垂直于 方向的平面上的剪应力分量
,

可用 朴 表示垂直于 方向的平面

上的剪应力分量的合应力向量 从正交曲线坐标系中向量的散度和旋度的一般 表 达 式

见附录 可以看出方程 和 分别为
。
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。

方程 和 分别为变截面圆轴扭转问题用剪应力向量的散度和旋度表达的平衡和协调

方程 山

利用向量的散度和旋度对不 同坐标系是不变量的特点
,

从向量的散度和旋度的一般

方程直接写出在任意正交曲线坐标系 , , 夕 ,

协 中的平衡和协调方程 为

、,、产甲‘‘、了、

九 ‘
确 十 万厉 又人‘ ‘ ‘ ”

勿。

瓮丁仆华牛
, ,

。
一 二一 九 , 一二互一

口梦
、 一

应力函数 梦 和应力分量的关系为

口岁
, , 口岁

丈 一 久 一了口 』
一下丁一一一 飞 一 月

夕
一 二 口夕

用 梦 表达的协调方程为

其中

命〔命器 〕
十

命〔斋器 〕
。

一

命
一

丫嚼不嚼子
。

” 二

念 丫翻 韵
“

文献 用上述方程计算了发动机涡轮轴在扭矩作用下的应力分布

二
、

在非正交曲线坐标系中变截面轴扭转问题的方程

对于非正交曲线坐标
,

用张量分析
工」

比较方便 在任意曲线坐标系 中散度和旋度 的

表达式分别为

侧
形 一 石丫厂 〔‘

丫刁
一一、

、“ 一

六〔留
。 上 ,’口 口 、
二 、下凡 石 一 , 万 币 厂弓

’

叮
一

叮
‘

、 了夕夕互
’

、

口

口

方程 和 中
,

才为非正交曲线坐标 在本问题中 ￡ , ,

为基底向量
,

也可

称为协变基底向量
,

沙为向量 的逆变分量
, 力‘ 为向量 的协变分量 夕是 度 量 张 量

岛 , 的行列式 在进行计算时还需要 岛 , 的公式
,

以及协变分量和逆变分量的关系式

设 妙
,

扩
,

护 为笛卡尔坐标系中某一点的坐标
,

梦
,

犷
,

是该点在非正交曲线坐标

系中的坐标 设 了
,

了
,

护 为一向量

口
, , , 口

二 笠丈五一 一

十 一万二了 一 飞获万
, 甘 甘 , 甘

有 关张量 的基 本公 式 可参考张 量 分析 的书籍
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口
‘ 即是基底向量

, 灭 , 二 ,
,

二 ‘ ‘

向量 可 以表示为
‘ ‘

‘ 的方 向切于坐标曲线
,

但不是单位向量 如用单位向量 认 ,

则
‘ ‘

从方程 可得到微分长度 的平方
二 · ‘· , ‘ ,

用张量符号表示的微分长度 的平方为

夕‘ ‘

从方程 和
,

度量张量
‘ , 为

劣 , 劣 ,

“ 石矿 万
沿坐标曲线 寸的微分长度为

“

比较
, ,

和 可以看出

夕,‘ ‘· , 了孤玩 凤 ,

了面万 寸 对 ‘不取和

‘二 侧互万

取 和
‘

为轴纵剖面 一 面 上的非正交

曲线坐标 见图
,

了为 方向的曲线坐

标 垂直于 一 平面

丁 。

是在 二一 面上的向量 代入方

程
, · 丁。 ,

可得
, 、 , 。 ,

一
、

素厂 ‘了万 育讨 才侧万 “
‘

一

口
一

一 “

因 了为 方 向的曲线坐标
,

了丽 又因

向 垂直于纵剖面
,

即 垂 直 于 一 ‘ 面
,

所 以当 笋
, ‘

。 。 。工 。 ,

一 一

, , 一 刀 ,

图

尹

一俪一疏

方程 中的
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侧万

护了万

侧玩丁

侧丽

侧孤而奚元
一

刀 , 一 ‘ 侧丽 刀 ,

侧玩妥玩西万 刀 训瓦 刀

代入方程
,

即得变截面圆轴扭转问题在非正交曲线坐标系中的平衡方程

。〔 侧赢 刀 , 〕 〔二瑟侧蔽 刀。 〕 。

十

一
已止 竺 二 二‘一 ‘

。

其中 “ 为 的平方

应力函数 梦 和应力分量的关系式为

口梦

梦

从方程
,

协调方程为

一 ,

侧不了 刀 , 志

,训玩丁 刀 , 二昌

, 日 、 ,

气
—
介

从方程
,

并由于轴对称
,

得

口 口夕
百 一 一砚 石一 一‘ ‘

其中 和 为 的协变分量
,

要进行计算
,

还需要得到协变分量和逆变分量的关系

引进另一组正交于 的基底向量 、 , , ,

亦可称为逆变基底向量

厂 犷

其中 犷 为数量三重积 基底向量 ‘、

和 分别垂直于 面
, 、面和

面
‘ · “ 占

落铸

,八,、

一一
夕‘二卜

两组基底向量 ‘ 和 互为倒易向量
,

因此有下列关系存在
‘ ‘

‘ ‘

‘ ‘

即 ‘ ‘

夕 ,

对 式点乘
,

并由 及 得到
‘二 ‘ 矛

在本间题中即有

夕 夕 尸

训歼
尸

歹露
“贾

‘ 亿丽 刀

夕 侧赢 侧赢
‘ 刀 ,
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二。 及 代入
,

得到协调方程

八
一一

、
一 旦 「了叮端

“ 一几二一一
三歼 弓 刀

一
一

一一
一

命 二弈乳十 侧丽
二 刀

将方程 代入
,

整理后得到用应力函数表达的协调方程

口 少
“

刀 ,

侧 夕

口 笋

匆 , “

。 口梦
个 切奋歹孔可

十

梦

侧毓白 ‘

其中

二 一

一刀

︸止︸

十

了互
刀

宁
口

了玩 。 叮乎
尸 ’ 夕

了夕。
胡二厂一 石一 「

口

了 一 。
十 训

,

训夕 一 。

叮弃脚夕箭盯侧哥 , 竺夔二 夕鱼七

侧 口

书 ‘些鱼飞
不二 二 二, 二 十

斌 刀

关于扭矩
,

和 应力函数的关系式
,

可从下列关系推导 图

沿曲线 梦上各点

礴

毒

梦
一

下疏下石命万
月

不厂
一 岁

一 训玩介 几 , 石奋了

一 ,。 晋
一 ” ,

二 孚 刀 侧刃
‘

刀
丙亿丽 刀

广、、,口

兀一一

、

肉、器、‘

。

斗。岁
, 一 ,

一

“ ‘汀 、 百又了
‘

艺汀 戈岁外 一 岁内少
。 , 八生 丫

伙 矛,

苏
,

为及 少外 ,

梦内 分别指轴的外壁和内壁的 ’及 少 的数值

以 少 代表无量纲应力函数
, 梦 一 ”

护 今
一 ,

则
,

’ 八“ ‘“ ‘

功外 一 功内 二

二 从 二

二 汀 功外 一 劝内
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所 以

将 式代入 式
,

的协调方程

似
岁 不二 节

‘ ‘

得到用无量纲应力函数 劝 在以后文中简称为应力函数 表示

三
、

数值解法和计算

用数值微分三点不等距公式代入方程
,

得到
,

节点的差分方程

厌几 ‘一

护
一 ‘

, ‘一 ‘十 厌
一 ,护

‘一 ‘ 凡六‘一

扩 ‘
】

‘一 ‘ 蹂少,

扩
一 ’

, ‘十 厌 犷
,

‘ 十

士军
,

势儿千 ’
·

‘ 土全
,

,

,劝‘一 ‘
,

‘十 ’ 全 势
】

‘十 ‘ 全荤
, , 、

劝壳 ‘
,

‘十 ’

上式各项的系数 仅是几何参数的函数
,

详细表达式见
,

任孝安同志在 年全 国 计

算力学学术会上宣读的《变截面圆轴扭转间题的通用计算机程序及计算实例 》 以下简称
《程序及计算实例 》

除边界外
,

每一节点都有一个方程 在边界上 势值为已知
,

可用矩阵直接法求解各

节点的 劝值 为了节省计算机容量
,

以便用小储存量的计算机算复杂形状的变截面轴
,

也可采用逐次逼近法 例如
,

可用节点
, ‘周围八节点 图 势的第 。 一 次 值 计 算

为
, ‘节点的第 。 次值 势孺 或用 几一 和 瓦十 条 ’坐标曲线上 ‘一 , ‘, ‘ ,

点的 劝的

已知值代入方程
,

得 到 第 条 ‘ 坐
扩亡 ,

巴又一 峨‘ , 、、 、, 、 标曲 线 上
,

包 括 ‘一 , 、,

三 点 的

“公匕 一 “ ,

、‘ 、。、 , ‘

注口戈一止少二 、 , 二

劝撇 值方程
,

即包括 势孺
一‘ ,

材泊,

和 树君
’

的

差分形式表达的常微分方程 这样就很容

易解 出满足轴内外壁边界条件的沿第 舟条
‘ 坐标曲线的各点 劝翩

坐标曲线的形成方法也是很重要的
,

关系到能否作为普遍适用的解法和是否易

于编排通用程序 为此
,

本文提出如下的

坐标曲线 先作内外壁近似中线
,

再作垂

直于近似中线的直线和内外壁相交
,

这些直线组为 ‘ 坐标线组 根据文献 的计 算 结

果看 出
,

可取沿 ‘ 线等分的 劝值作为 劝的初值 物 这样就可 以得到选定 势。值的各 护坐

标 曲线 见图 这种坐标曲线只需输入内外壁坐标点的数据
,

其他的坐标点
,

可 以由

计算机 自动形成 对于不适宜于用直线组作为 ’坐标线的区域
,

可取能用简单方 程 表

达的适当曲线组替代

本文提出的新解法
,

在形成过程中进行了很多计算
,

根据计算中出现的情况逐步改

进 开始采用正交曲线坐标
,

用 记 所建议的将偏微分方程化为常微分方程
,

并沿 ‘ 曲线进行数值积分的方法进行了计算 计算程序和部分计算工作由韩子 健 同

志进行 但因 所建议的沿 ‘ 曲线进行数值积分的数值计 算 方 法
,

用 在 复

杂形状的变截面圆轴扭转问题时
,

在小凹槽应力高度集中区很容易发散
,

只有在取很小

的松弛因子的情况下计算才能进行
,

因此收敛极慢 通过对计算数据的分析
,

找出了在
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小 凹槽区容易发散的原因
,

改变了数值计算方法 详见文献
,

解决了收敛性问题
,

并

进一步采用非正交曲线坐标
,

图 所示的涡轮轴的等应力函数线
,

就是用本文的解法计

算所得的结果之一 计算结果和光弹实验结果接近 第一凹槽 的轴
,

本方 法 计

算结果最大剪应力为 “ ,

光弹实验结果为 详细计算结果见 《程

序及计算实例 》 为了检查方法和程序的可靠性还对有解析解的空心圆 锥 轴 进 行 了 计

算
,

计算结果和解析解比较
,

误差小于 非正交曲线坐标的通用程序和计算由 任孝

安同志进行
,

本文非正交曲线坐标部分的方程也经她校核

卜卜卜

一一一一一井井

四
、

结 论

文献 所给出的变截面轴扭转间题
,

以半径和剪应力向量的散度和旋度表达的平

衡和协调方程分别为
·

叮办 。和 偏 新表达式的特点是便于坐 标 转 换
,

特别是对于非正交曲线坐标

本方法使用的是任意的非正交曲线坐标
,

可以适应复杂的曲线边界间题
,

并使计

算能采用任意网格
,

这样
,

可 以根据不 同的区域的精度要求灵活安排不 同疏密 的网格
,

有利于提高应变集中区的解的精度
,

因此本方法大大提高了传统差分方法的适应性和灵

活性
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本文用应力函数 沪作为基本未知量
,

轴的内外壁 曲线本身就是等应力函 数 线
,

因此可以比较准确地得到沿内外壁小 凹槽应变集中区处的任意点的应力 并且 由于取轴

内外壁 等应力函数线 和接近于等应力 函数线的曲线组作为一组坐标 曲线
,

因此在应变

集中区可 以并且 自然形成 比较密 的网格 另外
,

用应力函数作为未知量
,

从计算所得的

等应力函数线和等位移函数线图可 以看出全轴应力分布的大概情况 对于改进设计有帮

助

本方法所需计算机容量少
,

可 以在内存量较小的计算机上使用 并且可用通用程

序
,

输入数据少
,

便于应用
,

因此有利于工程上的广泛应用

对有解析解的空心锥形轴的计算结果和解析解 比较
,

误差小于 对工程上实

用的复杂外形的涡轮轴进行了实例计算 见《程序及计算实例 》结果和光 弹 实 验

第一凹槽 , 时本方法计算结 果 最 大剪应力为 “光弹实验结果为

附 录

在正交曲线坐标系中向量的散度和旋度的一般表达式分别为

接 近

, 口
, 。 , ,

、

口
, , , 。

、

口
, , , 。

、

、
一二一 二 】

—
气几空几 交 少 十

—
气刀 兔月 , 十

—
月 , ,

九 口夕
一

口夕 一 一

二 一 场 「。

口

口 , , 、
,

—
十

—
口刀

口

口夕

口 , ,

一一 十
夕

,

十

—
。

口 口

其中 从
, 刀 和 为三个正交 曲线坐标

,

和 分别为沿着这三个坐标 曲线的单位向量 和

尸 尸 尸 分别为向量 和 沿三个坐标的分量 以上二式实际上即是 和 式的特例
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