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可压缩流边界层参数的工程计算方法
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中国科学院力学研究所

提要 本文把边界层理论中的参考烩方法推广到具有压力梯度的二维和三维 轴 对 称流

动
,

得到了物面动量厚度和摩阻的计算公式 同时利用边界层理论的某些成果推导了边界层

各种厚度之间的近似关系 所得公式计算方便
,

与目前流行的但只适用于特殊情况的公式和

有关的实验数据的比较表明
,

本文的结果是满意的

尹

人熔

入
,

一

丫。 两心 物面摩阻系数

凡 十 心 恢复烩

四 二维物体
谧 一 一 ”

‘ 三维轴对称物体
户压力

层流普朗特数
叮。 壁面热流

恢复因子

天 轴对称物体物面到对称抽的距离
,

’。“ 拌 雷诺数
‘ 物面坐标

斯坦顿数

温度
, 二 几 十 、万 恢复温度

主 要 符 号 表

“ 平行于物面的速度

离物面的法向距离
。 物面摩擦应力
户 密度
占边界层厚度
“‘ 一

。一

袋

袭 办 位移厚度

办 动量厚度
“一气一

拜动力学粘性系数

下标

即壁面

。局部等属性流体
‘ 转挨点
。
边界层外缘

一
、

引 言

可压缩流动边界层的工程计算中
,

参考烩方法仍然是常用的方法之一 其优点在于
简谁

、

方便
,

具有一定的精度

参考焙方法是 年卡门首先对等温平板绕流提出的「 , 五十年代后
,

该方法得到

了广泛的发展和采用 虽然人们常把它推广到等温平板以外的情况
,

但由
一

于推导过程中

对湍流边界层大都采用平板摩阻公式计算有压力梯度情况下的物面摩阻以月
,

而后在此基

础上得到边界层沿物面的增长
,

因而所得结果都存在着一定的缺点 例如 〔 的公式与

实验数据分歧很大
,

而 【斗〕收集的一些公式也只适用于等温壁面的情况

本文于 年 月 日收到
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本文在论述了参考烩方法的物理意义后
,

提出了 “局部等属性流体刁及其边界层的概

念
,

利用不可压缩边界层的一些结果把参考焙方法推广到二维和三维轴对称流动
,

求出了

物面动量厚度和摩阻的计算公式 同时利用边界层理论的某些成果推导了边界 层 厚度
、

位移厚度与动量厚度之间的近似关系 与目前流行的公式和有关实验数据的比较表明
,

所得公式是相当满意的

本文结果可供工程设计部门进行有关计算时使用

二
、

分 析

一 平板参考烩方法

不少作者 例如
、

【 〕和【 都曾对平板参考焙方法的物理意义作过解释
,

综合

这些工作
,

我们可以把参考婚方法的基本思想理解为
,

在可压缩流动的情况下
,

即在有压

缩性存在的场合
,

我们仍可假定在壁面附近形成不可压缩边界层
,

只要我们选择合适的温

度 或烙 来计算这种假想的不可压缩流体的密度和粘性系数
,

那末就可以从不可压缩流

动的关系式得到可压缩流动的一些关系式 注意起先只限于摩擦系数和传热系数的公式
,

不包括动量厚度等的关系

现在我们从数学上来说明上述平板参考焙的基本思想 考虑可压缩流体绕一块零攻

角半无穷平板的流动 其边界层动量积分方程及其边界条件可写作

丝 典
‘ ·

七
壁面 , 一 。

, “ 一
,

边界层外缘 占 , “ “ 。 常数
, 户

,

常数

按照参考焙方法的物理意义
,

可假定在壁面附近形成不可压缩流动边界层
,

它的动量积分

方程可写作
, 丁 ,

, “忍

边界条件为

壁面
, “ ,

边界层外缘 气
, “ “ 。 常数

, 。

常数

当我们选择合适的焙 或温度 来计算这种不可压缩边界层中流体的密度和粘性系数

时
,

那末由此算得的表面摩擦力与可压缩流动相同
,

即‘ 了 , 现在流行的各种参考

焙
,

就是从层流数值解基础上得到的这种烩的取法的经验公式
,

并且已推广到了湍流平

板

利用 方法
,

可求得 在层流情况下的解

了。
,

, 一

由于 。 、 声偏 的选择保证了‘ 。 , ,

故可得

一
·

““、丫 藏瓜兀 丫丽二
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、
、

,一产
了了、了召、

同时
,

由于两种边界层的 “
。

相同
,

且生平板前缘有 日一 人 一 。
,

由 、
、

可积得

夕 。口加 几

将 代人上式得到
一 。 斗,

了舀添王二不森砚了反示
对于湍流平板

,

从幂次速度分布律和摩阻系数
‘ ,。 与边界层厚度 气 的关系

,

并程定

转挨点位置
、 , ,

一 。
,

在进行与层流类似的推导以后
,

可得到 ‘ , , 和 气 的表达式
,

并进而得

到
, 弓 , 亡 衫 ,交那

王
一‘ ‘ , 交 。

, 、 ‘ , 一

夕少

乡 , 、 户。 户
。 , ,

肠 界‘
, ‘厂处 。

, , ‘乃 、

如果我们选用文献 关于参考烙的公式
, ,

十 , 一 凡 十
,

一 力 又 。

或 , 。

十 , 一 及 十 丁 一 几
,

那末公式 和 以及 和 就是 的结果

从 〔月 的附图
,

我们看到
,

层流时参考焙方法对数值解的误差小于 务 湍流时与实

验
一

也很符合 而且
,

由于所取的普朗特数 和粘性系数的规律不同
,

平板层流数值解之

间出现了十分大的差异
,

当粘性系数的指数 。取 时
,

可压缩绕流的摩擦系数竟与不可压

缩流动相同 但特别有意义的是对于任何一对选定的 。和 数
,

参考烩方法却能以 呢

的误差逼近数值解的结果 这深刻地说明了参考烩方法的优越性

二 参考焙方法的推广

基本思想 按照上节中用参考烙方法求解平板边界层的思路
,

现在我们把这个方

法推广到二维和零攻角轴对称物体的情况 此时
,

壁面和外流条件是物面坐标 , 的函数
,

因而我们假设这样一种不可压缩边界层
,

其外流压力和速度以及壁面条件与真实流动相

同
,

但当流体进人边界层后
,

它们在每个截面上
, 常数 的密度和粘性系数取由该截面

的真实外流和壁面条件所决定的参考焙 或温度
一

下的值
,

显然它们也是随 , 而变化的 如

果我们能恰当地选择这个量
,

那末这种边界层作用在壁面上的摩擦力就与真实流动相同
,

即 、留 。 为了方便起见
,

我们把这种流体称为
“
局部等属性流体”

,

把它在物面上形

成的边界层称为“等属性边界层 ”
,

并且带下标 的量来表示其中的参数

可压缩流体绕二维或零攻角轴对称物体流动时边界层动量积分方程的一般形式可写

作 「吕,

、、了‘占了、

、已,
,,,李 。 十哟 一 生 乍卜

一

李 、 礴 , 一只
了 口 。“ ‘ 山

‘“奋

壁面 夕
, ,

边界层外缘 夕 占 , ,‘ 。 , , ,

把上式应用于等属性边界层
,

便得到有关的动量积分方程为

‘

、产

、百叨一“了一几
︹拳 十 。

, 十黝 一土 卜
“ 、、

。

劝
‘ 口 , , 言 了 澎了

壁面
,

边界层外缘 占, ,

一 “
。 ,

一 二
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按照上述等属性边界层定义
,

则 即 , 办扩 一 一 几“式而 ,

我们作如下假设 公式 就是适合于目前情况的参考怡
,

若以它来计算等属性边

界层中的密度和粘性系数
,

就能保证‘ 几
,

那末剩下来的问题就是求解
,

并把

所得的结果转换到真实的可压缩边界层上去 如果这样求得的结果与有关实验数据和边

界层理论中已有的结果相符
,

那末就可以说我们上面所作的假设是合理的 本文第三部

分完成了这一工作

公式推导
‘ , 利用边界层理论的已有结果

,

我们在本节第三部分推导了 占 的关

系
,

由此及公式
,

可以证明下式是一个既适用于层流也适用于湍流的很好的近似

互土兰逆 、玉 鱼
沙粼礼

。 。

将 劝 代人 减去
,

并按照选用 能保证 ‘ 的假设
,

积分所得的微分

方程
,

再利用已有数值解的结果 平板或尖头体
, 时 九

,

钝体时用 在

驻点的解及有关的可压缩边界层的数值解在驻点处 日的值 例如文献 中的结果
,

确

定积分常数
,

便可得到
户 , 人 民

该式为我们把等属性边界层的解转换到可压缩边界层去提供了简易的关系

层流情况 我们采用不可压缩边界层中常用的方法
,

即 方法和

近似
,

完全可以按照与不可压缩流动相类似的步骤
,

引进

丛击一丙一 二鱼丛
, , 一 墨

, , , 护。

等参数
,

求解
,

并利用
,

然后利用 心

二 一 墨 添 ,

一 。。 可以得到

‘

丫豆万丢

、 ,

‘

万 。户功 ‘ 。

”亡

户己 ‘ 改 “ 产

州 ‘ “ ‘ ,
人,产西‘

一 户 , ‘ ‘
生 。

。

热尺 。‘ ·

可 一
‘“

·
,

“亡

和
, 。 , 产。 吞“

,

少

其中 九 启 可由文献 〔 表 查得

湍流情况 为了计算压力梯度对速度分布型的影响
,

我们引进速度分布的形状参

数

一 刀。
, 。 。。日。 。 ‘ ”

并假定壁面摩擦力‘ 。 和厚度比 礁 气 也是形状参数 的函数
,

即
, , , ’ “ 。 “ ” “层

一 占蕊 , 一 九

将 代入
,

并利用 根据他自己和 。 在不可压缩边界层中所做的实

验提出的近似
尸 刃 二 , 了 一 , , ‘ 一 ‘

本文的推导都假定可压缩流体满足完全气体方程 , 以及 人 勺了
, , 常数
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式中当 。 斗时
, ‘ , ,

再利用关系式 和 便可得到
。。 。 、 、 · ,, 。、‘ ,

只 砖 一争 令丢
, “ , ·‘ ,

妥
·

拼。 。八
’ ’‘

一 ” 万 宁
夕 一 裙

一
一二

一—
卜

, , , 二 , ,

王 「十弄 一 二子 、
一

笋 子寸
“声‘

‘ ’ ,万产
‘ ”

户。式刀 ” “
‘ “ ” “ 卜

“
尸 ”, “ ’ “ ‘

甘由 。 由转挨点处层流和湍流边界层动量厚度相等的条件来确定
,

即
, 一 。

·
日 备“

。

绘 备’
‘

二
,

的

由 和摩擦系数的定义可得
, 二 经些立 鱼

哟
‘户聪

盯 的文章中没给出 、 的表达式 我们曾试图根据文献 刘 的数据反推出这个式子
,

右顺压梯度下 随 变化很小
,

接近于平板的值
,

故可取
,

对于逆压

梯度
,

计算中发现 八 随 变化很大
,

但实验数据比较稀
,

无法精葫补也确定
,

因而未给

出 的表达式

三 边界层厚度
、

位移厚度与动量厚度之间的近似关系

层流情况 可压缩层流边界层的相似理论指出
,

利用可压缩变换
夕 一 ,

式 一 口
, 雪
一 介 、“

口“ ’“

可将边界层方程变换为
“

’ ‘ ’

口 夕 一
‘

一 。

的形式
,

其中 厂劝 可
“ 。 , ‘ 再 头’

,

夕一 占 “
‘

妈
,

在假定存在相似解的条件

下
,

〔 给出了 ‘ 一 情况下的数值解
,

从该文献图 可知
,

冷壁 绝热壁温以下 和顺压

梯度或小逆压梯度下
,

含有 声的项对 厂与 叮肠
。

关系的影响很小 从文献 图 和 〔

的图 一 可知
,

在上述条件下
, ‘ ,

故 夕对 厂与 刃 刀
。

的关系影响不大 因而对于求

解与 值大小有关的问题 我们这里计算 与 尹 和 占的关系便属于这一类间题
,

可将

简化为
“ ’ ’‘

文献 给出了 的近似解
。 。

一
,

刀 一 么 。丫兀 斗

其中 代表 解
, 。 。 ,蝙加

。

从 如果我们利用 关系 「, ,

人肠
。

一 幼
,

一 人
。 ,

厂一 佗 州肠
。

一 一
’

作为有压力梯度时能量方程的近似解
,

那末利用 的 及 口和 尹 的定义
,

可得到 仁 中

解
‘

的值可查 的表
“‘ 一 认仄下‘

·

‘留

气
占 口 斗 占不 日

定义为 厂 多处的共中 占

湍流情况 利用
一

变换可以把可压缩湍流边界层的动量和能量方程变
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换成不可压缩边界层的动量和能量方程
,

这个变换对有压力梯度和热传导的情况也适用

这个变换中有关系 可 歹 。 抓
, , 了 萝 , , “ 价 一 蒯元

,

带上标一的量为变

换后的不可压缩边界层的参数 假定速度分布满足 次幂的规律 这个假定对顺压梯

度和小逆压梯度都是成立的
,

参看文献 二十一章和【 的图 一
,

“ 。。 兹 风 歹动 八

利用上式及 。 关系 约 可得到
“ 一 劳 ·

入 一 飞
占

三
、

比 较

一 与有关公式的比较

边界层厚度沿物面增长这个经典的问题
,

前人做了大量工作
,

今把 和 与之

作一比较

对于不可压缩流动
,

在二维和三维轴对称绕流情况下
, 产和

,

以常值代人 和

所得结果与文献 和 的有关公式相符 超音速零攻角平板和圆锥绕流 的 条件下
,

由
、 一 、 、

所得公式与文献 和 的有关公式相符

对于三维钝体驻点
,

变成

一 丫石二下万 , ,

了 民 , 。 、“
。 , ,

。

由 , 并近似地采用不可压缩三维驻点绕流的雷诺比拟关系『”
一

尸
·

可得到
, 留 一 友二 二。

·

‘。。 , 。
·

‘ 。。、 。
·

‘

了万正夕了
,

, 五
,

一 左,

其中 反。 一 。、
‘

、 ,
·

‘ , 。、 。留 , ,
·

,

斌乙石万不二不万
,

在壁温比 丁。
。 。 一

的范围内
,

利用 拜 脚又 ,‘可算得 心 因而本文推出的驻点热流公式 与

和 公式相符

文献 〔 曾对钝体驻点区层流边界层进行过求解
,

文中采用了高冷壁和 ‘ 的假

定
,

并认为此时方程 中可以忽略含 夕的项
,

由此可得

人公、通,

旦
、⋯“

’

二

丫丽万 户。拌。“ 。 ,

利用 所作的假定
,

同样可简化为

对于湍流边界层
,

在高冷壁的假定下取
, ,

得到了驻点区动量厚度的计算

公式

二 一 丁皿州竺竖竺。
, , ,乃 一

衅
‘“厂‘尺 , ‘ ,

作了同样的假设以后
,

也可变成与 相类似的公式 的 可以看作平板边界层

摩阻系数与物形参数的乘积
,

如果用参考焙修正前者
,

以反映压缩性对动量厚度的影响
,
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一
一 一

一
,

一
一 , ,

一
一 一

一
创 口 生

表 本文理论公式计算结果与 , 等人实验数据的比较

材材 于
‘ ’’ 占 时 占 时 口 时

实实实实实 验验 理 论论 实 验验 理 论论 实 验验 理 论论

,
‘ 火 斗斗

。 ,

弓弓 弓弓

,

斗斗 封扮
,

多 日 百

刁刁刁刁
。 。

〕了各各 多 〕

。

弓
。

多

斗勺勺
。

斗
,

、、 弓 》〕 纽
一

鉴

。 。

络络 之之 芍
一
工工 「

。

斗斗 斗斗

‘‘ 。

斗 石 礴礴 〕〕 百〕 不

。

丁弓 毛 弓弓

。 。

斗
,

斗斗斗 日
二

斗

。

, 弥弥 斗斗斗

。

吕多
甲

斗 斗斗
。

夕 仄 斗斗 之之 斗斗 斗 千千
,

火火火 斗
。

斗斗 术 斗 多多

多多 斗 ,
甲

斗
,

仃弓斗

。

弓弓 斗斗
‘

。

多 斗斗 三‘夕三三
。

石石

斗斗

‘

〕〕
。

斗斗 斗斗
,

斗斗 牛斗斗

火火火
。 。

斗
。

弓 斗斗 石石 多

夕 丁丁 之

。 。

斗斗 乡乡

飞 斗弓弓

以玲玲 夕
。 。

斗斗
,

夕

〕〕 只 ‘‘ 。

斗 多

一一一一 。 。

异异
,

于

。 。

多 飞。。
‘

夕
。

斗斗斗

。

夕
。

一
,

斗
,

多

日弓弓
。

斗斗
。

斗 乡乡 三 〔 百〕

火火火 日
。。 。

多多
。 。

多
。 。

‘‘

夕夕
。 。 。

斗 三 夕夕
二

万

。

斗停 斗夕多多 斗

,

斗 弓
。

敷号
,

几

夕小
““ 毛〔,布布

。 。

夕
·

少
‘ , ‘

又又又
。。 。 。

名夕斗斗 布布 门
,

夕夕
,

。 ,

斗
,

芝 万万

。 。

呼之
。

斗

。 。

了了

, 了 。 时
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便可得到近似文献 【 的结果

公式 和 都受到高冷壁等假定的限制
,

因而未能反映壁温沿物面变化对边

界层增长的影响 而 和 却无此缺点 此外
,

考虑了转换问题
,

而 却

没有

二 与实验数据的比较

文献 对一个腰形旋成体上的绝热湍流边界层作了测量 就作者所知
,

该实验已

成了可压缩湍流边界层理论中各种方法与实验比较的最常用的实验之一 图 示出了本
文算得的动量厚度与这个实验的比较

,

结果是令人满意的
,

它甚至与差分法『,
‘ , , 的结果

相近 在求得 以后
,

我们用 算出了 尹 和 占
,

也与实验相符 见表

八八“,﹄,几月目八

赵处眠协

实验点
,

,

场丫 一

图

口

。

, 轴向距禽 英寸

式 与 等人实验数据的比较

▲ 查
。 。 。

。

—式 的计算结果

四
、

讨 论

本文所得公式
,

适用子二维及三维轴对称物体绕流
,

物体既可是尖头体
,

也可以是钝

头体 但因推导中假定了顺压梯度和小逆压梯度
,

以及非热壁 壁温低于绝热壁温 的条

件
,

因而使用文中的公式时请注意这些条件
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