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广义 方法及其对浅水波问题的应用

陈 嗣 熊
中国科学院力学研究所

提要 本文首先指出 方法可适用于更广泛的一类方程
,

并把它应用于线性化浅水波

方程 对浅水波焦散区的非线性情形
, 用广义 方法进行了讨论 , 把文献 〔〕的结果推广

到一般弯曲焦散线的情形
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方法的推广应用
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若在式 中取零级近似
,

则 即表示模而 表位相 我们可以把这种

法推广应用于更广泛的一类方程

对于以下形式的非线性波动方程
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遇到式 中 。 二 的方程
,
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程
。
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这里 , 是沿特征线 或称射线 的长度
,

是特征线 点的矢径 由 在初始条件
了 、 丙 二 丫 、山 、二 、、。 七、 、二 、 、

,, 、 、
」

、、科 二 、
。

, 气。 一
, ,

—
一

,
’

, 刁、吐 叮丁壮七 李灭 目 刁 之七 门旦止 , 六诀 口 比 刁、 扫 巾才 以‘ 戈又二一目习 一叮

,

代入式 得

。 “ 。 , 。 即
一

“

弃 。 一 十 “粤
石
粤
、
丹

‘ 口。。 月 口

当然
,
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中都包含有 “ 。
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故式 是关于 “ 。的积分方程 若 ‘
, 右 , 幻

与 “ 无关
,

则式 就是所求的解

二
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方法对线性化浅水波方程的应用

浅水波方程为
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这里 。
是质点的速度

, 刀是静止水平面上的波的高度
,

人 城
,

度
,

是重加口速度 方程组 斗 是在 鱼《 的条件下推得的
,
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是特征深度与水平面的特征长度

是水的深
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,
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,

假定 左》
,

对式 用

法求解 因为式 是方程 的特例
,

故

式 求出 这时
。

一兰
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丫 人

、 方程的形式仍为式
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由于 原理与方程组 等价
,

故对方程
,

可用 原理求射线方

程
,

即
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这就是当 入 、 时的射线方程 由式
、

可知
,

当 。时
,

对各种 。,

在 外

相同的情况下
,

射线 可能的包络线为

五

不可能有其他的包络线 由式 知
,

在包络线上 犷
,

即包络线为平行于 轴的

直线
,

其位置由式 决定 射线不可能进入 ‘ 人 幻 的区域 这种包络线就是所

谓的焦散线
,

在这种区域平常的 方法不再成立
,

必须另用焦散线附近的渐近展开
,

才能使展开式一致有效

对于一般情形
,

力
,

也可由式 讨论它的射线与焦散线
,

此时的焦散线

一般为曲线 有了射线方程
,

然后由式 与 确定模

三
、

焦散区的非线性焦散理论

当 “
, , 为小量时

,

非线性浅水波方程 可以简化成线性方程 劝
,

但对于

焦散区
, “ , 。 或 刀就可能不为小量 例如

,

由式 可得

,
·

端甲
‘

把此式用到一般的射线管
,

即得

君 全些
“名 △。

这个 刃△。
, , △。 分别为在 处与 处射线管的横截面积 式 说明了振幅平方与射

线管横截面积成反比
,

故在焦散线附近振幅可以达到很大的值
,

从而引起非线性效应 例

如
,

在 幻 的情形
,

虽然在焦散区外
“ , , , 刃均为小量

,

但在焦散区
,
与 刀就可能不

是小量 故我们直接由方程组 来讨论焦散区的特性

设直角坐标用
,

表示
,

焦散线在直角坐标系下的方程为
, ,

令
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, ,

至正交曲线坐标
,

的变换 其中

弓

为甲

间参数
, 。为某常数 显然

,

表示沿焦散线法线方向的长度
, 夕表示焦散线上的弧长

,

方向表示沿焦散线上对应点的法线方向
,

方向表示焦散线上对应点的切线方向 曲线

坐标
,

的 系数分别为
, ,

从 这里 为焦散线上对应点的曲

率 显然
,

仅为 的函数
,

即 力 方程组 劝 在正交曲线坐标
,

下的
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,
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鱼
。

巫 十 一一兰
一

口了 口

“

兰一一
。 ,

十
互

鱼
一 。

丝才 口
鱼 尺

—
“ 岁

十 十
劝刃一口

一口

一 ‘一
一

旦 人 刀 “

十 奇
〔‘ ”,

·

卜
。 , ,衡一所

这里 “
, 。

分别表示沿
,

方向的速度分量
,

而 左通过变换 一 匀 为 人 ,

力

对于焦散区外边的线性化解
,

仍可由 求得
,

但其中的
,

应改为
, ,

儿 把

求得的沿射线的解
‘ ‘

与 “ 。一
,

用变换 一 劝 代入即得焦散区外

的线性化解

在焦散线附近
,

考虑到波沿 方向传播
,

而在 万 方向有变化
,

故 “
, , , 刀都是 与位相

。 的函数 而位相 。 是
,

的函数
, 一

与 仅有微弱的关系 同时注意到在焦散区 “ 《
,
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“
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,
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,
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注意到 ,
,

因此对应于含 砂 的项应保留
,
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这里 口 为沿射线切线方向的单位矢量 若采用由 一 确定的正交曲线坐标

并设 沿焦散线方向
,

也即沿 方向
,

则式 为
。
塑旦卫立 一 ”

一
刀

一夕 夕

注意到
, 一
书

,

且在焦散线上 “ 。达极大值
,

故由 知
,

沿焦散线必有

丫 方

丝
即

当然
,

严格说来在焦散线附近 一 不再成立
,

故式 只是一种近似 将 代

入
,
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伽 汁粉 从
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方程组 为 就是我们求得的焦散区的方程组 这样
,

, 推广至一般焦散线的情形 类似于文献 「 的讨论
,

进行类似的讨论

我们把文献【 的方程

可对方程组

的右边是小量
,

故左边
, 。

的系数行列式应为零
,

得
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、了、
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十
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令 “ 十 告则在特征线 上

一上一 廿 干
探

十

有 已 方程 。 中 与 都是 日
,

的函数 假定当
,

时
,

位相

日 , ,

则由 得
、,、,少、、了,

曰

斗尸今月份魂份了
吸、了、叮、

,

双 , 一 干 。 , 一 。
产,吸,甘

当 日
, 尤 与 月

, 尤 确定后
,

即可由式 。 求出函数 日 日 。
, , ,

将式 。 代入式 约
,

忽略 项
,

并注意到 与 日无关
,

得 士 。

因此 。 士

这里 可由焦散区的外边缘条件决定 中忽略 护项
,

并把 代人
,

得

士 日,

十

。

月
。
日
。

一
一一兰一 砰

方程组 斗 左边系数行列式为零
,

干 、 几 口
。 子了。

故右边应满足相容性条件
,

利用 。 式得

扩 力干 兰竺互三
十 止业旦‘

由方程 组。 一
,

即可确定
, ,

与 若波沿 的负方向传播
,

则方程组中的

正负号都取上边的符号
,

反之
,

则取下边的符号 这样
,

我们把文献 斗 的结果推广到了

一般弯曲焦散线的情形
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