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摘 要

本文处理 了在星系动力学中提 出的一类非线性复特征值问题 求得 了一致有效

渐近解及量子化条件
,

分析了波在共转圈附近的传播特性
,

从而 阐明了密度波在共转

圈势垒中的“ 隧道效应 ”以及 机制的一种 “ 开关特性
”

这些物理特性在星系

螺旋结构的动力学理论中具有十分重要的意义

星系螺旋结构的维持与起源以及三维密度波在星盘对称面上的传播特性的研究
,

最终均

引出一种二阶常微分方程的非线性特征值问题 其方程形式是

八一万石十 尺压又犷 , 仍夕
’‘

左 ,
·

, 兄, 吕 ,
·

。 一 夕 , , ,

左 的典型特征可参看图 以下将 友

简记作 劝 而边界条件可合理地取为

当 , , 时
,

迅速衰减

约 当 , 、 时
,

‘ 为外行波

式中 几是个大参数
, 。 为复频率

,

启 ,
·

,

夕
’ , ,

艺 都是已知实函数 ,
·

。 幼可以是复型函数 通常假定波数 拭
,

·

无

图
。 一砚 曲线示意图

在 ,

一
, 。

处有一个单零转向点
,

而且
。

点

与共转点
。

夕 。 充分远

对于 三 的特征情形
, 一 , , 已充分研究过

,

显然此时波数 友 在

气
。

处有一个双零转向点 对于 , 娜 。的情形
,

李启斌等人 〔习亦处理过
,

不过该文的

结果只对
。

的情形有效 当 铸 。时
,

文中公式 的积分具有对数型的发

散性 在这种特殊情形下
,

结果表明 人 的存在对波的传播特性影响不大 最近
,

皿
。

〔, , 对于 犷的主项为三次多项式的情形给出了问题的量子化条件

本文 年 月 日收到
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本文对一般情形下的问题 一 进行了处理
,

求出了问题的一致有效渐近解及色散关

系
,

并对解的特性进行了讨论 这里指 出
,

当 今 。时
,

将会出现复杂情况 这时 砂
,

在 共
。

附近具有紧邻的两个单零转向点
,

非零的小量项
, 的 出现将对整个波的传播造成重

大影响 共转圈上的参数 , 将引起密度波的 “ 隧道效应 ” 及 机制的一种开关特

性

一
、 , 一

。

附近的一致有效渐近解

我们在复平面 , 上研究方程 这样
,

解析函数 。
,

此 , 在实轴上均取实值 为

确定波数 左
, 的分支

,

我们先考察一下其分支点的位置 先设 , 二
,

对于小虚部增长

型模式有
。 。 。 , , 。 , 。 , 。 ,

这样
,

在分支点 上
,

。 一 夕 ,

又因 心 , 。。 。 , 口 , 口
‘ 。

夕
‘ ‘ 。 , 一

‘ 。 ,

故得

, ·

功 、 、
护 一 个 了 万下 , 戈

, 又 尺 一
, ‘ 一

苗 气 声 口
’ 。

由此可见
,

对于 , “ 情形下的增长模式
,

犷 的双重零点 , 位于实轴的上方 当
, 钾 时

,

我们将 左, 改写为

凌 兄 孟 , 一 , ‘

并在 犷 一 气 邻域内
,

将 吕 , ,

展成幂级数

万
犷 一 若 。

一
,

·
,

一 。 , 一 , 一 ,

⋯
这里当然有

。 一 。 ‘’
,

‘

一击““ ’ 二 , 一

命
·

由此推出
,

在 , 。。

附近
,

犷
, 的近似式为

犷
, 一 矛〔刁买

, 一 , , 一 丙 十 一 。 处 一 十 ⋯
一 万 〔 一 味 一 成十 ⋯

其中

一 矛 乙 心
、

几 ,

吕

子 成
一 一兮 , 犷一一 甲 , 丁 门

一
又 吞一

‘

右

住,内儿沪、、

由 式看 出
,

由于 , 矢 。,

波数 左 , 的双重零点 。 将分裂为两个紧邻的单重零点
,

, 一 八 十 了可
, 一 ‘ 一 了万 毛 。 成 二 外

只要 , 充分小
, , 象

, , ,
·

都将保持在 犷 的紧邻
,

并同样位于实轴上方 为选取波数

左 , 的单值分支
,

我们在复平面 , 上作切割线 ,

‘
, 及其延长线 当 十分小时

,

此切割线不会与实轴相交 这时可选实轴作为积分迥路作解析延拓 设 ‘ 。

附近 左 , 的主项

取为



年

友 、 一兄
‘

一
,八 一 ,

·

,‘

其分支可这样选定 令当
犷 《

‘ 。

时
,

成的 或 左 岛
,

然后沿实轴进行延拓 这

样
,

当 , , ‘ 。

时
,

必有 。 友 或 唱 伏 、 二 当然
,

若
, 逐渐增大

,

未
, , ,

, 诸点位置将连续变动以至有可能进人实轴下方
,

复平面 上的切割线也就可能与实轴

相交 这时函数 友 的解析延拓路径
,

便由实轴连续地演变为一条在 , ,

下方通过的

积分回路 参看图

确定了函数 左 , 之后
,

我们引人一种由 平面到 约 平面的变换 弃 ,

一
沙

一 亨一
’“ ‘

一 〔才丫

石一
一 ’考 ,

一 况 ,

了产一 一
。 ,

斌
, , 一

,

言 占

丁

了

贬

这里要求

若 一 若 , , ,

如 抓
,

显然
,

在 约 平面上
,

这时将相应有切割线 熟 、杏, ,

及其延长线 参看图

卫 ,

右

图 确定 左 函数单值分枝时间的 心
,

幼

由于在 一
。

《 时
,

式成立 从
,

式便可推出 在 , 。

附近
,

有

一
,

一 , “ , 一 幻 考一 口

、
’‘’

李、、 一
· , 一 , 一 刁 山

、 号 、 口

从而

一警
,

乳 一
, 了又 乳 一 了又

杏 、 一 了丽 一 劝

在表 中
,

我们列出了相应量的位相关系

现在转而讨论方程 作 变换
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币
, , 沙 “ ,

‘

, 一 怎怎 一 汀汀

夸 之之 兀兀

萝 左二二 兀兀

丫 二二 龙龙

式便化为

岁竺 二 、
,

下下 而 二 皿
, ,

厂迸、门
, 。

奢
’

汤 、甲 一 下刃 露
’一

矛 气 一 甲 又于 」
“ 一 ” ’

再取

则得

其中

价二 币
, “ 及 币 音 , ,

分哆
一 夕 卜

一 “ ,

夕杏 , ‘ , 目 , ‘

一
二二目

一
万,, 刁

币
‘

沙‘ ‘ ‘

由 互 , 的定义 即 式
,

可得

。
, , 一 、 ·

寻一 内
·

由此式可知
,

在
。

点附近 夸 , 是个正则函数
,

既无极点又无零点
,

而且 了

推出

募
一

仔
一

, 夕

作为最低一级近似
,

可忽略 夕约 不计
,

从而得

金
十

子
一

几
‘

刁

兄“ 由此

。

这是人们熟知的抛物柱方程 它的两个线性无关复型解为 召 ,

约
,

夸 相应地

方程 在
。

点附近的一致有效渐近解为
, 一 、一 。 更 二 “

、
“‘ 。 , ,

根据 函数理论
,

我们有如下公式 参看文献
,

召 ,

妇 一 了了
。

万
,

杏 一 丫万

臀 等 今。 。 , 二 。一子
,

。

升护一

先 一 、召 , 二 己 ,
导

,

,

、
二二 , 一

、‘ 一
石

。一

红
。

’’一“一‘



科 学 年

由函数
, 。 的联结公式 参看文献

, ,

便不难导出关于 石 , , 石 口 ,

的

联结公式如下

石 ,

一 二 二‘ ,

一
万

一

毕一体
,

、 乙括 ‘ 。 , 、

一
乙 又 , 名少 ,

、
二 气一 一

口 , 了元
。

警
。 了 二 、
立 、— 月一 ,

, ,

一
二“ , 。

另外
,

当 。 习 二 时
,

还有渐近公式
斗

‘
“

二 , 一

了鱼
。‘“ ,

。 · , 。 一 、

宜
。

一
,

二

其中
。 尹

,

一 —
“ 二 十

斗

价,

’

、

扔 一 “ ”又百 十 ‘“

少
·

为满足边界条件
,

使解在 》
。

区域对应外行波
,

我们考察 式 当

】 舀 参 】》

时
,

有

、,、、﹄,‘,‘了、、
。 、 护

, 。 “

‘ 、 —一
“ 、尸

— 、 “ 一 少

由此可得
。 一 二 二 十 血 一 二

。 。 一

前面已指出
,

当 犷 》 ’
。

时
,

约 、 二 因此
,

解式

恰好对应外行波

· 一 一 一 。‘

￡
, , 友

当 《
。

时
,

妇 、
,

利用联结公式 可得

,

舀 一‘二

一 刀 。 。 ,

夸 一 了元

茸萝萄
“ “ ’

奋

这样
,

我们可把
。

点附近的一致有效渐近解表示为
。。

儿十 品

儿
二“ ,

杏

了元
。

岁一叭

, 了 、
、—一

,

夸
,

‘ 八

友一 , ‘

气言一 “

夕一一一
一,“

二‘ 。 ,

杏 一‘
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不难证明
,

其中 “鑫对应外行波 “品 对应 内行波

值得注意的是
,

以上引入的变换式 中的积分下限是一个分支点 我们也可选 用

另一点 氛 作为该积分的下限 这里 集 点位于 采点的由 名
, 的切割线的左侧 这时

定义

一
, 犷 ·

一
而

“ 一 口 。了不二一
。 。 十 了万二万

,

,

一 一 一 , ,

从而

扭 。 , 叮 ,

功
, 、 丫

不
— —

, 贬 , ‘ 含

—
一

— — — 、 “
— , 一

—
为了了解波在共转点

‘ 。

附近的相互作用特性
,

这里考察一种特殊情形 设 ,
·

架一
‘ 。 ,

且

为实数 由于公式

件 士 一八宾
, 。

件 一 , 一
、

艺 气“ 少

我们得
“ 九

“

豁

如果
。 ,

我们取

一 。 ·百 。 ,

夸

一 丫 千县
, 二 ·

石 召 ,

舀

万
,

查 一‘二

为积分下限
,

从而有

一 蓄一 ‘
·

一
, ,

这时
,

当 , , , 时
,

为实数
,

从而 亦为实数

限
,

从而有

且 , 为实数

如果 “ ,

我们取 采
。

作为积分下

一
’

一

这时
, 二 为实数 利用 。 式

,

取 召 召 产
二 ,

便推出

。 一 , 十 兰 十 立 一 兰
。 一 ,

斗

仍然是实数

气
‘

其反射率

这样
,

入射波 二儿传到共转圈后
,

即反射出一个内行波 品 ,

并透射出一个外行波
,

透射率 分别为

一

轰
一 老

一 了
。

书‘,

心一兀仔

可见
,

当 “ 时
,

随着 “ 的增加
,

波的反射率迅速趋于
,

透射率则趋于零 当 。 时
,

情况则相反 随着 】“ 的增加
,

反射率与透射率均迅速趋于无穷 参看图



一
弓

一 斗 一

图 反射率
、

透射率随实参数 ‘ 的变化 为

斗

“几加九
, 刀 为 ,

。

加九

、

、、、、、 心 。。。

、、、、

叼叼叼叼 、、、

一

丫丫
一舀舀 一 ‘‘ 、、、乙 今 专专

代排 一 一 一 上 旧 一中

,,

队
二 刀刀刀

、、、
、、 若若

一 一 一 一 之之 二二刁

产产产产产户尸尸 , , 、、、、 。
于

一

入入入入 入入
一一一 一一

男男 一 一 ,

汗汗
石石

、

一尸尸尸尸

, ·

卜
一 ,

扮扮
、、杖杖杖

、、

厂厂
,,

匕匕匕匕匕匕匕匕匕匕匕匕

‘‘‘

仪仪少少
一 ,, 一

又又夕夕
尸 “

,,,,, ,,,,,,,,

图 共转圈附近的波形曲线 石 , 百
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再看解的特性 当 为实数时
,

有公式

刃 ,

一 友“左 一

“ ·

, 护一 月,
左 丫

‘泥。

一
派 。

友丫, 。 ,

一二 ,

杯
, , 。 ,

一 左丫, , 一
,

参看文献 〔
,

对于
区 一

,

士 弓 , 土 ,

我们分别作出了解 。
, 二 的曲线 参看图

,

这些曲线反映

了波形 。 。 , 二 的特征 由图 斗 看出
,

参数 “ 的正负性对波的传播特性影响颇大 其

影响可描述如下

若 召 ,

波数 泛在共转点附近有两个实零点
,

这两个零点之间 构 成 一 个 势 垒
,

解

评 。 ,

在势垒内衰减
,

因此势垒内没有波

效应
” ,

波可以透射到势垒另一侧 值越大
,

越小

当人射波由共转圈内传到此势垒后
,

由于
“
隧道

势垒越高
,

透射波越微弱
,

反射波的增长率也就

若 召 ,

波数 互在共转点附近有两个共

扼的纯虚的零点 解 川 召 ,

在整个区域均构成

波形 这说明
,

入射波将顺利地 “ 漫过 ” 共转点成

为透射波 我们把这种情形称为 “
势谷 ” 显然

,

召 越大
, “ 势谷 ” 越宽

,

波的透射率
,

反射率也越

大 参看图

由上述情况可以推知
,

对于 一 般 的 复 参 数
。 召 ‘口 ,

如果固定 不变
,

而令位相角 白值

不断增大
,

那末便可看到
,

当 日 时
,

共转圈对

入射波成关闭状态
,

反射波的增长率很小
,

透射波 图 共转圈“ 势垒 ”及“ 势谷 ”附近波的传播

的强度亦很小 当 一 二 时
,

则共转圈对人射波成导通状态
,

反射波的增长率大为增加
,

透射

波强度亦很大 当 , 二 时
,

共转圈对人射波又回复到关闭状态 共转圈附近波的传播特性

强烈地受到参数 的模数及位相 的调制作用
,

这种重要特性可称为 机制的一种 “

开

关特性 ,’

二
、 。

点附近的一致有效渐近解

小量项
。 , 的存在

,

并不会影响波数 交 , 函数在
。

点附近的单零转向点的特性 关

于一个单零转向点附近的一致有效渐近解的研究已经十分充分 〔刀 这里
,

我们只需照搬文献

〔 中的结果 令

一
。

, ·

并取 当 犷 。

时
,

约 二
,

然后沿实轴作解析延拓
,

则当

为满足边界条件 咬
,

取解

多

犷 。 时
,

动 、号
二

“ 一‘二、
左

居水省。一“



在区域 犷 ‘。

内
,

借助相应联结公式
,

有

、、,、两
‘

︸勺︺了、了‘了了、

产 力

一 “鑫 “汤 “鑫一 喻少娜狱 ,
,

“ 一

钉几
一‘、、 ,

·

三
、

色 散 关 系

在复平面 , 上的重迭区域内
,

解 “ 。 , 。

均有效
,

因此
“ “ 。

刁 一京 刀 ‘, ,

一 。 “‘ 一才‘

由此推出

丝 旦
。娜 币 一

才帆
再利用 。 约

, 。 ,

约
, 。 ,

约 的渐近展开式
,

有
‘一了暮一 蓄一

’“ 一
‘

哥
·

奋
一“ ’

一 ,
,

了元
。

犷一

” 了 、
』 几—一 手召

了誓一 蓄一
’“ ·‘

,
‘

瞥
一“ ‘’”

一 ”
,

斗。

左、圣
。一‘ 荟等

左

。 一 左、
’口。一争 ‘ 恶晋

、全

一一一一一一刀

由此得出

伽
会一 。

、
。尹

乙 奋二 一 。 , 、

一一一下井 , —
、

一
,

丫 二

或 「 、
几 一

、 “ , , , 、 才口派 召
。

乙

巾 吸刀 一 丁 派 十 一 火 口 一 少一 —一 一 一一一井

一
一 ,

斌 二 “

这就是我们所要的色散关系

作为数值例子
,

我们设

咬 一凡 ’月 一 必 一
’月 ,

这时
, 山 气

。 必 一 气

所以
,

有

汤 一 一 仍
。

。 , 万 一 口月

价 一 ‘

一
‘·

一
, 左 ‘一 ,

’刀“ 一 ,
’ ‘宕,

这里 渔全

犷

斗

由超几何函数积分表示式
,

可得 出

功 肠岩八
, 卫劝工互全卫鱼

矛
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