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论 旋 转 液 体 星 的 稳 定

徐 硕 昌
中国科学院力学研究所

摘 要

本文应用文献〔 中的方法
,

证明了旋转液体星 作为自吸引
、

不可压粘性液体处

理 由所有振动本征模决定的稳定临界和长期稳定临界是一致的 同时
,

以 。

问题作为这个结论的实验依据〔 , 这是 , 和 掀 在 年预见而没有证

明的重要结论 由此可以重新肯定旋转液体星准稳态演化过程必须按长期稳定临界

判断 而对于近三十年来被否定的
一

双星分裂理论
,

必须重新进行评

价

旋转液体星的平衡与稳定间题是一个经典课题 早期研究的总结见 , 和 ‘“

的著作 后来
, , ,互, “

· , ’, 、 ‘吕 , 和荒木俊马 「, ,等相继作了综述 , 年

代以前
,

老一辈研究者都相信“长期稳定是实用的稳定 ”
, “是天体演化学唯一感兴趣的稳定 ”

文献
,

文献 号 基于这种观点发展起来的
一

双星分裂理论为天

文界所普遍接受叫

年
,

认为 在论述 氏期稳定和动力稳定关系中存在原则性错误 此

后
,

有人按动力稳定演化过程来寻求双星分裂过程脚 当前
,

双星分裂说处于众说纷纭没有

定论的状态
,一‘习 争论焦点之一是

,

旋转液体星准稳态演化过程倒底应按那一种稳定性判断

早在 年
,

和 预言在粘性影响下
,

旋转系统稳定与否取决总势能取极

尹习 由于没有证明
,

人们有理由怀疑 出现长期不稳定是否会必然出现扰动随时间指数而

增长 对于 椭球在小粘性假设下得到了肯定的结论叫 普遍结论尚没有证明 木

文应用非自伴算子变分方法旧证明了普遍结论
,

同时建立了长期不稳定和扰动随时间指 数增

长的关系

关于旋转液体星长期稳定和动力稳定这场争论和关于阻力的
“ ’

即 疑难 ” 之争极

其相似 不考虑粘性时
,

相应于 力稳定作用的动力稳定是虚假的
,

考虑粘性才能符合

实际
。

间题就是这一结论的实验依据 运用“偶丝稳定概念 ”可以解释粘性和
、

力相互作用的实质
。

一
、

旋转液体星的稳定理论
。

旋转液体星的数学模型

假设液体星由不可压粘性液体组成
,

以角速度乌 作整体旋转 我们仅考虑其在自身引力

本文 年 月 , 日收到
。
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场作用下平衡状态的稳定 假设液体星以外区域是真空
,

星的密度分布可以不均匀 假设

为液体星所占据的体积
, ‘ 为边界

。

液体星平衡状态满足
、、、,几,‘了、了、

、二 、
。十
韵。

二 , 一 、
、
。一 “ 曾青

‘·
’

在 上 。

其中 两
,

凡
,

澎
。

分另为液体星的密度
、

压力和引力势
,

为矢径
,

为引力常数 设势函数

一 男
。

工 凤 卜
,

平衡条件要求等压面 常数
,

等势面 常数和等密度面

常数三者重合

旋转液体星平衡位形
,

由求解 一 式得到 许多专著论述了这个课题比
, ’, ’卜 最

近总结见文献

小扰动方程和本征值问题

按照粘性流体稳定理论来处理旋转液体星的稳定
, ,

参考系取以 斌 作角速度的均匀旋

转坐标系 假设扰动位移矢量为 氛二
, , ,

则液体星物理量的欧拉变化可表述为

, 砖 毛
,

旦
口

, 户。 户 二
, ,

男
, , 男

。

厉
, , ,

尸 , , 氏 户
, ,

其中带下标 。的为平衡值
,

带“ ”号的为小扰动量

。些 凤 琴 一 二 琴、
‘

旋转液体星小扰动方程为

一 一 户一 甲
·

省毯
、分、广、了︼,孟朽

‘

了、了吸了、
。。二二 ‘ 。。

,

,
·

二 二
·

二 二 、
,

夕 】 — 劣

扰动边界条件 在 上满足

户 若
·

甲 尸。

,
·

黝
一

·

·

’一

希
十

器 护

假设

夸
,

省
‘ ,

其余扰动量用 省表示
,

由此导出 的本征值问题 然后按文献

理
。

的非自伴算子变分方法处

卢 杏
。

饰
。。。 考一 卢翻一忡

一 卫匕卫丛叭

在 上

、。二 二 。 , 。 二
· ·

二 二 ,

丫井
一

、
, ,

一 工
少

, 二 尸。」。‘一 。 李 十 丝
· 。 , 一 。

仁 , 司
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由 一 吟 式构成的本征值间题记为
,

如果 二
,

夸
,

户 幻 是 的解
,

则
,

犷
,

户 劫 亦

是解

本征值问题 的伴随本征值问题 为

。。‘ , ”一
‘。 。。。。 刀 ,‘勺勺 一 一 , 户 刃

,
·

宁 砚

户。
甲已

甲
。 。 二

,

。
·

二 二
, 一

。一二二
、二

,

“

乡
“ 万 一

甲 一 刃 匕

在 上
,

,

〔户 刀
, 二

· 。 ,

一 。 犷
一

塾 十 熟、
。 ,

一 。

礼 口

如果 。
, 勺 ,

” 是 十 的解
,

则 。
,

, ,

户 ” 也是解 两个本征值问题具有明确的物

理意义 如果 对应右旋情形
,

则 十 对应左旋情形

变分方程和变分原理的证明

按照和文献 相同的方式
,

可以证明本征值问题 和伴随本征值问题 左十 具有相同的

本征值序列
,

即 , ‘ 。、 类似文献 〔
,

以 的解 ” 对应本征值为 的 标乘方程 两边
,

再

对体积 积分
,

利用
, ,

经分部积分后可导得变分方程
。咭 拍 一 一一七一 「‘ 、二 些互贝

, , 、 了 七 、 趁 工 戈 , , 一奋 ’

又古 , 刀 ‘ 」

、 , , 、二 些互塑
’ 了。 、 , ,‘。 、飞

一 魂 工 , , ‘ , , 口 , ,

艺

其中
‘‘

,
, 一 , 。 ,

·

, 沙
,

梦 , , 一 , 。 ‘ ·

刀 二 ,

巾 省
, ” 一

占 考
, , 一

甲号器
十

劲
·

食
、

黝 ,

,
·

了“

。

︸尸︺月甘

尸

一 一
刃。

。 。呀
刀

夸
·

甲 刀
·

甲

一
补
“ 夕“

一 。两 二 。。 二
,

,
·

二 二
·

二 二
,

、一工下 、
,、二

笼 — 笼犷

这样
,

我们就将本征值问题 左 和 十 变为泛函 武夸
,

功 的变分间题 设 考
, 刀 是在区域

上任意连续可微的函数
,

并满足附加条件 口
·

专一
, 甲

·

刀 一
,

这样 考
, 刀的全体构成函数

空间
,

则 武考
, , 为定义在对上的泛函

设 若
, , 的变分为 跨

, 占, 满足 夸 吞套〔
, ” 吞 , 〔 由泛函 夸

, ” 取极值条

件导得
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一笼 , 省 十 省
, 叮 中 省

, 刀 占,

几脚占户声 ,省 , 汇夕
沙

乌 省一 ,‘甲 ,省 甲户 劫
一卜 赴彭脚

两

动日且
产产以

一几叩
‘ ”‘一 ’ 、

一

兰才
’

伽
卜

只
一 〔户‘ , 十 ‘一 “一创器

十

黔 杯
十 。、 ,

一汇
, , 。“ , ,‘甲 ’” , 甲 ” ” , 十 , 二又

。

。

一 。。‘二二
,

。。 ” , 甲 ’一工一一
」江 一 工

,

小
‘

「 二 , 、 , 、 ,

厂口。
、

口几、
、 , 一 、

十 ‘一 刀 十 刃
·

甲 尸。
·

, , , , 荟, 答少 】
· 了

卜妊
, , 。

州
’ 一 ’ 一 ’

一

”
口 , 口气

’

利用变分法基本引理 文献 〔
,

卷
,

第四章
,

由 式能得出结论 由泛函 城省
, 刀

取极值条件能得到本征值问题 和 十的解 反之
,

问题 和 十的解使泛函 城省
, ” 取极值

这是一个非线性泛函的自然边界变分问题 变分方程 提供近似计算本征值和本征函数的

变分基础
,

同时也是分析本征值实部符号的出发点

旋转液体星的稳定判据

在变分方程 劝中
,

以 犷 代替 , 得到本征值积分关系式

, 一 工 一 , 十黝 士 沁 黝
’一 , 。 。

丈 丫

其中

, 一 。
, · 一 。。‘

·

“‘
·

梦 一 毋
,

‘· 一 , 。 凤 ‘
·

‘·“
·

口 必 夸
,

省 功

占 , 一 占 , 套
,

省 一

甲苦’会
十

到 ,

。· 、

一汀黔
·

打 咧
一 。。。 二 , 。 二 ,

。,

生里竺竺 望七鳌釜
两

甲 ’‘
·

’’匡认 ,
’·

类似文献川
,

可以证明由变分方程 劝 和 确定的本征值具有一
、

一对应的关系

在方程 巾的各项具有明确物理意义 表示优动动能
,

梦 形式上对应 力

做功 驴 毛 。
, 必 是粘滞力耗散功

,

护“ 相应液体星总势能变化
,

这在下节中将具体证
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。 和任意实数 。
,

则

补丫

明 根据 式
,

利用

引理 设 。

。 一 士丫
二 , 一 口 ,

〔一 二 士 。 ,

可以得到如下稳定判据

定理 如果对所有本征函数 夸满足

占, 夸
,

奋 一 ‘’ “‘
’

则旋转液体星是稳定的

证 按粘性流体运动稳定理论规定
,

所有本征值实部小于零
,

运动是稳定的 用反证法
,

设存在某本征函数 省, ,

使 护 省、
,

套扮
,

在引理 中可令 叹弘 鱿 ,

梦 省
,

夸老
, , 一 一 省

,

省才
·

舀‘ 夸, ,

省才

根据 幼式可知
,

相应的本征值满足 , ,

这和稳定假设矛盾

定理 如果至少存在一个本征函数 套
,

使
。 ,

, · 一 。· ‘
,

‘

则旋转液体星是不稳定的

综合定理 和定理 得到

定理 假设旋转液体星作为整体旋转的自吸引
、

不可压粘性液体处理
,

则其稳定临界条

件是
‘ 。

,

。· 一 。
·

,、 一 。
,

二
、

长期稳定和动力稳定

子 是总势能二次变分的证明
,

为了求出旋转液体星总势能的二次变分
,

我们考虑以下系统静平衡的稳定问题 它和旋

转液体星具有相同有势力 引力势和离心
、

力势
,

除了不计粘滞力和 力外
,

其余条件相

同 。 由 一 式得到决定此系统稳定的本征值问题

、了、了门自,,二一
、了、

、苦‘性、耐省一忡
一 鳖

‘

二卫业旦叭 十
、

几
, ”‘

’

守 ’
‘

卫二
二 ,

甲
·

夸一 。
,

救幻 十 传
·

一 叭 在 上

容易证明这是一个自伴本征值问题
,

对应的变分方程为

丝生处竺
套

,

省
水

“ “

, 。‘
’

‘’‘
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满足 曰 原理
,

所以此系统稳定充要条件是
。 , · 一 ,

·

,、 。

众所周知
,

有势力作用下的保守系统静平衡的稳定的充要条件是势能取极小值
,

故可知

护 就是势能的二次变分 再根据定理 即得

定理 当旋转液体星作为整体旋转的自吸引
、

不可压粘滞液体处理
,

则由所有振动本征

模决定的稳定临界和按总势能 引力势和离心力势 取极小的长期稳定临界是一致的

长期稳定和动力稳定的关系

旋转系统所以存在长期稳定和动力稳定的区别
,

是由于存在 力 或迥旋力 的缘

故 对静平衡系统
,

两者就完全一致

对于旋转液体系统
, 污 力具有如下性质

在不考虑粘性影响时
,

力具有稳定作用 事实上
,

由 式 令 毋 得

到

。 一 工 一梦 士召梦
, 一

·

。,

此时
,

稳定的充要条件是 妒 一
·

护
, 护 ,

这只是稳定的充分条件 因为 妒

护
·

区域
,

具有稳定作用 这是一个长期不稳定的
,

而是动力稳定的区

·

妒一
在

域

在考虑粘性影响后
,

力对旋转系统就不起稳定作用
,

稳定临界条件取决于系统

总势能取极小 这个性质是定理 斗的直接推论

当液体系统绕其对称轴旋转
,

则对于轴对称扰动无论有没有粘性作用
,

力均不

起稳定作用 事实上
,

对于轴对称扰动
,

套 ,
·

,

一 杏
, 。 ,

查
, ,

杏
, ,

易证此

时满足 , 一 。。 、
· · 一 。

,

旦口 。·‘。“ 力不起稳定作用
·

根据 力上述性质容易得到 列举的长期稳定和动力稳定的四项关系 文

献 〔 他特别强调的两种稳定同时消失的情形
,

就对应 力稳定作用消失的情

形 这些关系都是非实质性的 实际上
,

不考虑粘性
,

相应于 力稳定作用的动力稳定

条件是虚假的
,

考虑粘性进行简正模分析就能将两种稳定概念统一起来

长期不稳定的性质

由于直接从总势能取极小只能得到长期稳定条件
,

得不到不稳定发展率 因此
,

有人怀

疑
,

出现长期不稳定是否必然出现小扰动随时间指数发展哪 , 有些研究者认为只有动力不稳

定是随时间指数发展
,

而长期不稳定是随时间线性增长
,

发展率依赖粘滞力的量级
,

随粘性消

失而消失

我们根据 式来计算长期不稳定发展率
,

利用引理

引理 设 。 己 和

当 一 。
,

一 十 丫尸 十
“ , 一

为任意实数
,

则

斌矛干手 十
。 ’
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。 一 丫
, 一 。 , ,

当 。 , , ,

当 己 《
, 一 二 十 了扩 十

“ ,

一 了一 ,

匕 十 生 了万下不乎 一
‘ 一 ,

当 , , ,

当 尸
,

甘 、 巾
二

梦
多习 ‘尸 一 —

,

一 —
占

“ 一 — —
首先

,

当 梦
,

即动力稳定和长期稳定同时消失的情形 利用 式得到
占

口 一
, 一 下二一于 一

—户
。

了 占
艺 中‘

,

巾
一

’

一 月一 瓦 咋 几一 ‘

此时不再是过稳定情形
,

即使存在粘性
,

小扰动也是按指数形式发展
,

粘性只是使不稳定发展

率减小 这和以前的看法大不相同
,

长期不稳定
一

也能出现按指数形式单调发展的情形 看来

这是一种最危险的不稳定
,

只要 护
,

小扰动随时间以

。, 丁 。“ 巾‘ 巾 飞
产 一 印飞一 了

一 ‘
一

一 丁 个丽 宁蒯了
的形式发展 在小粘性情形

,

粘性对不稳定发展率影响很小
,

近似有

「 厂落乏万
·‘ 一 “ 飞

‘ 一 了 了
它并不随粘性消失而消失

当 梦 笋
,

在小粘性情形即

一 丁 中
·

少一 一
,

砂
‘

一 一梦
‘

十
·

澎

、 一 ‘

少《
,

由 式并利用引理 可以得到

一 里 召一
少 ,

·

“ ,

当 一笙
·

占

丁 少
‘

一 二 当 一梦 十
·

占

,

, , ,

毋
、

、 ‘
,

一 。
’ , ,

一一
甲、

一 一 。
, , , 、

一
。 , 、

、
。 , , ,

一 一 一 。 , ,

臼
一

户 万
,

之于匹耿足仅期小村正阴
,
门足动刀根正阴

。

之阿仅朋小祠正足一种

过稳定情形
,

而不稳定发展率

一 万 巾
·

护
一 一

一少 十
·

占

依赖粘性的量级 当

。, 。 蟹‘
,

这个区域既出现 民期不稳定
,

又出现动力不稳定
,

也是一种过稳定情形 在小粘性假设下的近

似表达式 中
, ‘ 与 中无关

,

因此
,

不稳定发展率 。 不依赖粘性大小
,

不随粘性消失而消

失

这里我们不仅给出各种情形下计算长期不稳定发展率的表达式
,

也澄清以前对长期不稳
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年

定的一些错误看法

粘性不稳定作用的物理本质

在运动稳定性问题中
,

粘性有双重作用 一方面粘性具有通常衰减扰动的作用
,

另外
,

又

和运动稳定因素相互作用间接起不稳定作用 对于旋转液体系统
,

粘性使 力稳定作

用消失
,

这种现象称为粘性的不稳定作用 我们运用
“涡丝稳定概念 ” 来解释粘性和 南决

力相互作用的物理本质

根据
一

定理可知 川 绕定轴整体旋转的液体系统具有涡量
,

劝

相对旋转参考系
,

正压 包括不可压 旋转液体系统的总涡量为 。 ,

而且在运动过程

中
,

涡管强度 。 。 、 · 守恒 这里 是以任意封 曲线所围绕的曲面
。

从定理证

明不难看出 涡量和 力相对应

对于旋转液体星
,

未扰前具有均匀涡量 口。在扰动过程中涡量 始终保持不变
。

此时

可以设想 流体微团像穿在涡丝上环绕涡丝以 凤 角速度旋转的小球
,

整个系统可看为一串

串穿在涡丝上的流体微团所组成 流场涡量就象冻结在流体微团上一样
,

扰动始终保持不变
。

未扰前组成涡丝的微团
,

在扰动过程中仍构成涡丝
,

即组成涡丝的微团作为一串整体被扰动

这时涡丝可类比磁冻结情形下的磁力线
,

具有限制扰动的稳定作用 因此
,

力的稳定

作用就是涡冻结的效应

一旦考虑粘性后
,

涡冻结效应消失了
,

涡丝稳定作用也就不存在了
,

因而
,

力就不

起稳定作用了

评长期稳定和动力稳定关系的争论

历史上出现这场近百年的争论
,

有双方面的原因
,

一方面
,

由于处理动力稳定时
,

人为的

忽略粘性得出不真实的临界稳定条件 在流体运动稳定理论中已有事例表明
,

不考虑粘性会

出现虚假的结果 两平行板间流的稳定
,

在忽略粘性时流动总是稳定的
,

永远也不会出现层流

的不稳定
,

只在考虑粘性才得出临界雷诺数 这也是发生过一场长期争论的问题
, 。

这些

争论和关于阻力的 “
’

疑难 ”之争都极相似
,

只有考虑粘性才能符合实际

另一方面
,

处理长期稳定时直接从总势能取极小
,

只能得出临界条件
,

给不出长期不稳定

发展率 致使旋转液体星准稳态演化过程被苛求处处稳定

在考虑了粘性并用小扰动理论处理旋转液体星后
,

两种稳定概念就统一起来了
,

另外给出

长期不稳定发展率赋予准稳态过程动力属性
,

使准稳演化过程免受处处稳定的苛求
。

三
、

讨 论 与 结 论

长期稳定是真实稳定的实验依据 对旋转液体星无法直接实验模拟
,

但把天体情形的

自引力场变换为均匀引力场就可进行实验 问题恰好为此提供了实验依据
,

实验正验证了 力稳定作用是虚假的结论
, 」 将 椭球和 实验的理论

模型
、

本征方程和稳定条件比较一下就一目了然
,

参看表 山
工

实验和理论的一致结果恰

是 盯 椭球长期稳定条件真实性的实验依据

表 中
, 举 由

,

式给出
,

护
,

护评 分别表示两种情形势能的二次变分
。 。 为

赤道半径
, ‘ 为极半径 , ‘ 为偏心率
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表 旋转液体星和 问题稳定条件的比较

无无无无 粘 性 情 形形 洁 性 肯 形形

功功功功力乍致定 条件件 动力不稳定 圣件件 决期花
,

住杀件件 长期不饱定子件件

梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦梦
’ 一

·

占 刃 门门门门门门门门门门门门门门门门门门门门门门门门门门门门门旋旋转液休星星 一股 青形形形 岁 一
·

占 沙沙 占 ’乙 口口 占 乙了 〕〕

汉汉汉 。 , 、 椭球球 日 ‘ 了了 叭 巴 飞飞 价 了了 丁
二犷 巴 少

、
问题题 一般情形形 一

·

占 附 日日 岁
’ 一 ,

·

行 川
‘ 占‘川

丈 。。 占’

迥迥迥转椭球型型
‘, ‘ ‘了了 才 ‘‘ 俘

液液液体陀螺螺 几尸

实验验验验 ‘‘ ‘砍

旋转液体星准稳态演化过程必须按长期稳定条件判断 本文证明的旋转液体星由所有

振动本征模决定的稳定临界条件和长期稳定临界条件是一致的结论
,

从理 论 上 证 明

力的稳定作用是虚假的 引入
“
涡丝稳定概念 ” 进一步从物理上解释了这一现象

,

最后还用

实验证明了这个结论 所以
,

我们可以重新肯定 旋转液体星准稳过程必须按长期稳

定条件判断

对 “ 一

双星分裂理论 ”必须重新评价 以前长期稳定条件直接从势能取极小

得到
,

给不出不稳定发展率
,

使准稳演化过程被苛求处处稳定才能实现 正由于这个弱点
,

使

其被否定〔习 建立了长期不稳定随时间指数增长的关系
,

赋予准稳过程以动力属性
,

只要长期

不稳定特征时间大于过程演化特征时间
,

过程就能实现 基于这一观点
,

可重新讨论

双星分裂过程的现实性
,

并对其重作结论

本文结论同样适用于旋转磁星 对于旋转磁流体系统
,

作者得到和本 文 相 同结论
,

力稳定作用是虚假的 洲 本文的方法和结论对于旋转磁星的应用
,

以后将专门讨论

作者对谈镐生教授的指导和鼓励表示衷心的感谢

参 考 文 献

徐硕昌
,

中国科学
, ,为

, ,

一 弓

徐硕昌 ,

关于 间题
,

力学学报 , 年即将发表
, , , ,

刀 户 夕 粉 , , , , 尸 , , , , 。、 , 、 ,

,。 , ,

夕 ,

内 , , , , , ,
‘

, , 月。、、 「 。 。 , ‘ ‘ , ,

,
, , , 亡 , , ,了夕 尸 , 刃 穿“ ‘ , , 巴了 , ,一 一 一 、 , “ 曰 , ‘ 苏兮

, ,

万
‘,。办 为夕

, , 弓

, , 碑 ,

阴沙 才
。 夕 , , 己 , , , 。 。 , 。 , 拜片 「】, ,

二
,

, ,

, , 才 叮 ‘,
·

己 石口 , , 石 探卿 , , ,

荒木俊马
,
现代夭文事典

,

恒星社版
,

昭和 年
, , 刃犷 岁 了 刀 , 三 , , 一

, , 刀 了 。 。 决 , ,

是
, ,

, 丁

二 , 。 , 砂 , ‘ 砂 甘 夕 , 。 , , ,
电 , , , 夕一

·

,,卫,卫”,,

口曰晰口曰



© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

中 国 科 学 】今 ‘, 吓

「

〔

夕

, , ,

八召
,

叮
,

一 斗
·

丑
, ,

召 刃 夕 ” , ,了 , , , , , , , 、 , , 。 、、。 ,、,

, 夕,

, ‘ , , 广了巴 。刀 ‘, 了 为夕
, , , 〔

解 川
。 弓 昆

,

夕夕
, , ,

才
,

‘ 。石
, , 夕

, , , 户 岁、 了户 。。 矛。。 , ,

一 丁。
。即卜

,

日
,

功 夕 。, “ 刀 州 ‘ 叫 月 。口 刀 、 咒 口 “ 中
, ,

己
, ,

厂 。、 汀
’

￡宁“ 右丫
’ , 刀己 。 , , 户 。 , ,

,

。。
,

月
· ,

动 “夕刀“‘ 一 “ ““ “只 尸 叫 附叫 应“ 口动 “ , 《 。 , ·

『 ,
, ·

一 ” ‘夕“ , ‘ ‘了 召 ‘ ‘ ”不尸 ‘广 ‘ ”乙 , 】 ·

, ,

孕 , , 。‘ ‘了 沙 ,‘ 。
‘

了 亡 , 。 , 二、
, 。 ,

,

珊 。, ,

月 月 ,

夕 ,

一
, ,少 〕, 沙夕 , 阴 。 , 才

一 , , 夕
, , , ,

「。 , , 〔, ,

力 了 寿 , 。 户 冷夕了 , , , , 亡 , ,

一记
, ,

衬 月 嫩 了 右 夕 刀 夕 阴 月 之 ‘产石之 了才夕
,

〔
,

谷一郎
, 粘性流体力学

,

上海科学技术出版社
, ‘巧

徐硕昌
,

科学通报
, , 夕苏 , 夕一

,,月,一、,卜刀


