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在星系密度波的渐近理论中
,

泊松方程的近似解析解有着十分重要的意义 对于无限薄

盘
,

徐遐生
、

玫 等闭以旋臂倾角参数 礼 粤 为小参数先后求得相应泊松方程的一
、

二
反

级渐近解
,

这些解可以很好地用于比较紧卷的螺旋结构
,

在平面盘密度波理论中起过重要作

用 对于有限厚盘
,

彭秋和等人 也曾得到相应泊松方程的一种解
,

不过此解需假定物质密度

分布具有如下特定形式
, , , , 。一“‘, 】,

在盘对称面上
,

形

这种分布曲线会出现尖点 李 、 。、所以
,

此解不能用于自洽引力场情
、 】, 。

本文将采用厚度参数 ￡。,

以及另一种小参数 气 求解有限厚星盘的泊松方程 参数
。
的

意义是最大盘厚 参数 。 的意义可以是密度波波长沿径向的变化率
,

也可以是特征波长 我

们在文中求得了关于 。。、 。 的直至二级近似解
,

并且还可依次求出更高阶近似解 这些解不

但适用于紧卷螺旋
,

而且可用于相当松卷螺旋
,

它们在三维有限厚星盘密度波理论中将 占有重

要地位
,

其简化形式在文献 〔 〕中已应用过

一
、

解 法

当采用 “星盘坐标系 ” 后
,

一个边界比较平坦的三维星盘所对应的泊松方程可化为如下无

量纲形式 叱
, 、

「护价 价, 护价 护功、 。

。 、 , 一二一二下 , —
二 , ,

一二 一二二万 — , 一 万丁一丁 —【 口 ‘ 口犷 护‘

梦 名‘

。 百 , , 。。 。 ,

这里 八 ,

咖 分别为扰动密度与相应引力势
, 。 , 为星盘形状函数 不失一般性

,

密度波表示为如下形式

自 南 , , 二

拣 乙 。‘恤‘一 , 泞、,

其中

我们把扰动

, , 二 卜。 , 、 二 户 成
一 ‘ , , 气“ ‘

一 、气‘ , 们 一 , 协 气“ ‘ , 气 一 几尸
沙口用

斗

七
,

及可以是 护 的任意复函数 氏 动 为 函数 我们假定函数 满足条件

本文 如 年 月 拓 日收到
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豪刊
一

器叫
“ ‘· ‘ 一

静
从而可引人一个 , 抑一 它是函数

铸劲的典型值
·

这个参数就称 ”“准单色波参数气

现将扰动引力势表示为

沙, 一 必
,

月 , ‘ 。‘ 。‘

一。 ,

其中 子
, ,

待求 由此式我们可写出

擎 一 ‘
一

卜 , , ,
,

粤
一 。 十 的 李 , 。 , ,

,

犷‘ 口犷

之价

丽 一
‘

咖
,

其中

济
,

‘ 一 世盆互互立
从

。

乙

再将 式代人方程 式
,

并利用 方程

碳 合风 ‘一

韵氏 一
·

以及下列定义

乙 一 “ 。
传

一

护
一 材

蜷
一

声
一

备登
,

一 尸 ‘ , 粤粤 夕

尺

工 丝
友

便可得出

奥
一 。 , △ 济 一 ,“ ·

名‘

这是关于 我
, , 二 的一个非线性常微分方程 注意到 △‘ 。 ,

方程 式改写成

。 , 。 ,

我们将

、、了、,产、少内月,月产且,几且
产‘、了、了、婴

一 。沃,毋
, 一 。 , , △ 子〕

,

一 必 , , ,

磅士

。 ‘ 二 二
,

￡冷
一 、 ’

一
”“ ‘ 宕 , 一 了

’ 。一。 ,一 , △ 汤 二怕﹃
产诬」

一双
一一一

在边条件

下
,

其形式解为

毋
,

现我们寻找积分方程 式的关于参数
、 。 的级数解 假设星盘比较薄

,

并远小于密

度波的波长
,

因此有
。 , , 。。 。 ,

我们把各物理量按 。。、 。 作级数展开 由于
,

左均是任意函数
,

它们虽可能包含参数 。。,

我

们也可不把它们按 。展开 这样做可以使过程简化 我们令

△ 。 入 ,

友 是
, 。 杏 雪

,
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以及
,

。 , 户、 声铲 。户护 ⋯
一 ‘一叼 一 花 一 十 ⋯ 当 。 , 。 均在星盘区域内

,

对于扰动投影面密度

一

、、,
八“,二,妇,‘了、矛了、

厂十

一 龟 。 止 杀 卜 、 了以一功出·

民 弓 办 叮万 山月 【‘ 亡 ’、

一
, , , 梦 , 。

。

也作展开
,

从而有
二 。

、 ,’、 , 、

十 , 、 , 、

、
风 衅

, 厅 十 ⋯ 厅飞
” , 卢 , , , 宕

、

最后
,

我们令

汤 诚界 。 姗 十 ‘诚辞 ⋯
夕 瑙 成扮 ‘姗 十 ⋯

,

留 耀 ‘瑞 十 ⋯
,

并把各展开式代人 , 式
,

便依次得到各级近似解
,

结果如下

零级近似 由于

、产﹄、了,气︺月,,‘,‘、
浏

了、,‘器一
,

”,一
,

警二一‘ ,

一“ 一 ,

便推出

价镭
,

一级近似 这只需考察 , 式的第一项

, , , 二

一弃
艺叱
二一‘ ,

一
· , ,“ 一

’‘, , 一 , “

先设 “ 在星盘内
,

当积分变量 亦位于星盘区域内时
,

展开式 将成立

盘区域时
,

展开式 虽失效
,

但由于这时密度函数 。八 按指数迅速趋零
,

。一‘花, ”
‘ ,

八 、 一 无 一 二

⋯
。卢

当 位于远离星

我们仍然有

由此
,

我们便得出

、、产‘、、
声、声
﹄

、夕阿矛八,乙,‘,﹄,,了吸、砚、‘、了、了、姗 一 共李丝 , 毋一
塑

,

艺交

这里
。 ·

卜 二一
,, , 一 一 ,

二
一 , ,

。 · ,‘。“ 一 一 ,“。‘·

而当 , 远离星盘时
,

价登
, 。

由 式
,

又推出

毕旦旦坐留
一

粤兰 巡、十 ⋯
受 价之节

招 一 杏

砂
摄

一 杏 坦互里旦
私

。 ,
诊

犷介‘一犷
一

二级近似 首先算得 当 ‘ 在星盘区域时
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, ·

卜譬二一
,

一
‘ 。 ·

,“ 姗 沼 。 招 ⋯
,

某中

另外

八舒 一 砰载试黔 于

双一砚一牙留沙摄 一 。

砰‘ , , 一 了
一 , ,‘一 ,

“姗 一

备赞
· ,

,

入 戏劫诚忍
沙护 履

一 万苏 一

斤
, 二下 △

,

乙咤

由 式
,

便推出

诚 ‘ 肪 上 ‘ 约 此
一

一
叫

一二了一 石 二犷一

—、司

巾摇

走 友

旦竺望丛 塑
左 无

评架户名, 一 泞护, ,

梁砒 一 沙铲
,

当 二 远离星盘区域时
,

同样 价招 价留 ⋯
因此

,

我们得到

型
左

沙 ,

价
。

人 十 ⋯
,

。

一 ‘翎
·

, ,

导登
一 △

不可“ 一

。 二

厅

·“ ,‘留
·

知

几

必汽
了、

特别在盘对称面上有

我
。 人

二

, 泞
价

。。

价
。 。 ,

一从一

其中

,

一 攀
一 ,

臀
, ,‘ · , 。

刽
。 ·。 ,

,
。·。

一 , 砰留,

小
一

等登
· · ,

而引力势

必 。 价
二

, 一

这就是我们所需要的渐近解式

婴 ,
。

,
。 。

氏
。“‘一 , ,

乙气

二
、

讨 论

上面我们取 左一 互求得了 子 的各级近似解 当固定 畏一 。 时
, 。 一 。意味着 友

因此上述解
,

首先可看作在短波长条件 仅 》 下的各级渐近解 如果需要
,

我们可求出

更高级近似 这时
, 、

式中的 约
、

拣 约 函数还可用其渐近展开式代替 但是

我们强调指出
,

我们无须假定 左》 或 走
,

只要条件 , 式满足
,

我们就可取
‘
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子
、一 二 理 人

,

咖 一 诱 。。“卜。

左
作为一种很好的近似解式 因为由 式我们看到 这样引起的相对误差 么 仍然是个小

量 事实上
,

若设 奥丝
,

友
‘

则可推出

△一 牛
, 。 一 。 ,

粤 月 一 ‘

‘化 沙 二 “ 叹

只要 。 , 即使 灸
,

我们仍然有 叭
。

” 正因为这样
,

我们把条件 , 式称为“
准

黔

。 犯

饮

的

肠
·

,

呢

一

一 泥

单色波近似”而把解式 式称为准

单色波引力势近似解析解 显然
,

此

解包括了短波长渐近解
,

并且当 及

时
,

乙
、

氏 不应取其渐近

式代替 作为特例
,

假定 ￡ 无

限薄盘情形
,

则我们得到

‘ 。

一带拣 “,
·“。

一
‘ ,

旦也空

及少,。,

︸古

图 参数
,

随 的变化 取 ‘ 等人

采用的基态模型
。 · ,

·

。

一 三鹦 儿 止生
左砰

这就是我们在文献 〔 中曾引用过的

结果 如果还同时设 互 常数
,

则

式是方程 式的精确解

最后
,

为说明在具体问题中参数

‘ 的实际大小
,

我们试以 改

等人常用的基态模型 为例‘, , 取特 征量 , 。 ,

友
, , ,

, , , 。 , 。 二
, 。 再取扰动态中的函数 反 , 及

。

分
‘叮‘一一甘一犷

一‘ 为特征波数
,

其定义见文献【‘ , ’
·

我们在图 ‘中画出了相应的 “一
最二

布曲线
,

由图看出
,

在整个星盘范围内
,

准单色波参数 。 均比倾角参数 礼小得多
,

尤其对于接

近中心的区域更是如此 这说明解式 。 更应用于相当松卷的螺旋结构
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