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波动现象是 自然界最普遍的现象之一 各种扰动以某种速度在介质中传播
,

都归结为波动现

象 自然界的波动现象基本上都是非线性的 但是
,

目前能用于解非线性现象的数学工具并不

多 近十多年来
,

这方面的发展很迅速
,

初步有了一些近似的与精确的数学方法 这些方法
,

在描

写与刻划非线性波的特性方面
,

起了很大的作用 当然
,

不能否认电子计算机在非线性波的发展
上起了重妻的作用 早在 年

,

与 对
。。方程用电子

计算机进行数值解
,

得到了第一个孤立子解 , 年
,

材 与
,

用电 子

计算机求得了 方程的孤立子解 这些计算结果使人们对非线性波的特性汽了一定的认识
,

也是以后非线性波的理论与方法的基础

非线性波的理论的发展是和力学紧密相关的 我们知道
,

线性波动方程广泛出现于声学 气

体动力学
、

弹性力学
、

电磁学 光学 中 在流体力学与气体动力学中
,

经常遇到非线性双曲型波动

方程与激波问题 非线性波的典型方程 — 方程最早 年 是用来刻划自由表面浅水波

的运动的 这一方程的研究
,

对解决水波问题起了很大的作用 方程是非线性色散波的最简

模型方程 它的其他应用
,

包括冷等离子体的磁流体动力波
、

非谐离散质量弦的纵振动
、

弹性杆中

的纵向色散波等等 方程是非线性耗散波的最简模型方程 它是与激 波和湍流的研究紧

密联系的 其他
,

如 重力波
、

毛细波
、

船波
、

旋转流体中的波
、

分层流体中的波
、

磁流休中的波等

等
,

都是非线性波的研究对象 非线性波的应用数学方法
,

是与近代物理和近代数学的许多分支

紧密联系的 它不同子传统的一些应用数学方法
,

因此
,

我们一方面应了解掌握非线性波的一些

现有的应用数学方法
,

把它推广应用到不同的物理与力学领域 另一方面应进一步寻找新的处理

非线性波问题的数学方法 , 用以解决物理与力学中提出的大量非线性问题

对线性问题
,

可以利用叠加原理
,

求出实际问题的解 但是对于非线性问题
,

叠加原理一般不

再适用
,

因此需要寻求新的特殊方法

对于拟线性双曲型偏微分方程组所描述的双曲波
,

主要可利用特征理论来解决其初值问题

对于同族特征线相交而产生激波的情形
,

激波条件与激波位置
,

一般可由守恒定律或数学上由求

偏微分方程的弱解求得 这些方法在流体力学与空气动力学中已得到了广泛的应用 但对于其

他类型的非线性波
,

尚没有像对双曲波那样较普遍适用的特征理论的方法

非线性波有许多特点 例如
,

对非线性色散波
,

由于非线性项的出现
,

通过非线性相互作用与

色散效应
,

使非线性色散波能形成孤立波
,

并且这些孤立波在相互作用后
,

除了有位移外
,

形状与

速度保持不变 这就是大家熟知的孤立子解的存在
,

是非线性色散波的特点之甲 当然 ,
并不是

所有条件或所有非线性色散波都有孤立子解 关于孤立子解存在的充分和必要的条件
,

正是我们

要研究的 非线性色散波尚有其他许多特点 例如 非线性波的一般色散关系都与振幅有关
,

而

在线性情形
,

色散关系与振幅无关 对稳定的非线性色散波
,

群速度一般要分裂
,

而在线性情形
,

群
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速度一般是二重的 以及非线性色散波出现的不稳定性问题等等

非线性波研究的数学方法
,

大致可以分成近似方法与精确方法
。

一
、

求精确解的方法

反演散射法

设非线性发展方程为
甲 甲 一

,

为某非线性算符
, 甲 一 甲 ,

力
,

假定其初始条件为

甲 , 二 气
‘

若能找到二个包含 甲 二 。 , 的线性算符 与
、

,

满足

乙 一

这里
,

为自共扼算符
,

并且
、

使算符方程 化成原始方程 则由 关于算符有相同谱

的条件的讨论
,

由算符方程 知本征方程

沙 沙

的本征值 与时间 无关
,

由 二边对 , 求导
,

利用
,

得

一 ’必 一 价

因此
,

若 必随时间的发展
,

满足

必 , 价

则知 钓式对任意时间 , 都成立
,

故得反演散射法的步骤

正问题 由初始条件 中 ,

尹幻
,

由本征方程 求出
, 价

,

与 功在 , 、

卜

, 的的散射参数 例如 的反射与透射系数等等

确定散射参数的时间发展 由 与 、 时 币
,

口 。 的条件
,

计算散射参数随

时间的发展

反演问题 由 与 , 时刻算符 的散射参数
,

确定 甲 , ,

散散散散散散散散散射参数数
,, 二 ,

心心心 才二留 多多

引产
、、

散散散散散散散散散射参数数
、、、、 若目
甲甲 , 。 」川二

其步骤如左图

这里 是非线性的步骤
,

而 都是线性的步骤 因

此
,

达到了将非线性步骤分解成若千个线性步骤的目的

但是
,

这种方法的具体实现还是有不少困难的 其困

难在于 找算符 与 自共扼 满足 式
,

其中
、

都包含 甲 , , 这样的算符并不容易找到 由 , 时刻

的散射参数
,

解算子 的反演问题
,

通常是很困难的

虽然这种方法的实现有不少困难
,

然而 等人
,

在 与 解决非

线性 胡 方程的启发下
,

用这种方法解决了一大类非线性发展方程

变换法

对二阶偏微分方程

若
, 刃 , 甲 , 甲。, 中 , , 中。。, 甲。, , 甲 , ,

则 毓 变换为

甲 一 资
”, 甲 , 甲‘ , 甲一

畔’
、

“ 甲犷 甘气 , 刀 , 甲 , 甲专, 甲 , ,
甲

、

少

它将原始函数 甲仔
,

妇
,

变换到新的函数 衬
‘ 夸

,

动 若将 的第一式对 刀求导
,

第二式对 杏求
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导
,

并令二式相等 即消去 甲货 则得 砂 萝
,

动 的二阶偏微分方程 它与原始方程 等价 通

过变换
,

有时可以得到简化的等价方程

例如
,

对 方程

甲 , 甲牲 一 , 甲转

若通过如下的 就 变换

秘一缪丝
, , 沪一 ,

。一 ,

畔
艺 沙

原始方程可化成线性热传导方程

甲沪一 甲纷

但是
,

把原始非线性方程通过 就 变换
,

化成线性偏微分方程
,

只有在极少数情况下 能 实

现
‘

通常是利用方程 的一个特解 甲馆
,

动
,

由变换 球 的另一特解 甲川烤
,

砂
,

因此
,

变

换 是将方程 映照到自身的变换 若继续利用变换
,

即将求得的 甲‘ 夸
,

动 作为原来的

试夸
,

砂
,

用 就 变换 又可求得新的特解 甲 杏
,

妇
,

以此类推
,

可以求得方程 的

个特解

例如 对 方程

中勃 一 , 甲

则其 缸 变换为

竺
甲甲

一 , 。
’

。 望里止夕

, 一砚 ,

下
沪 一 甲

二。

万
’

一

显然
,

为了使 甲 的混合导数相等
,

必须有

甲灼 甲

由 的第一式对 刃求导
,

第二式对 求导
,

消去 甲。,
得

甲罗一 砂”

即变换 确实将原始方程映照到 自身

在 中
,

令 甲 它是原始方程的平凡解
,

则得
, 一 一

卜二。土 斗里攀、
“

一
‘

。 为积分常数
,

一
‘

耳理
, ‘

一

解

刃 一 它就 是
一

方 程 的 孤 立波

在 中
,

把 甲代 砂。 ,

则可求得 护刀 它表示
,

二相互作用的孤立波解

一 一 ,

一 一‘八

以此类推
,

可以得到 个孤立子解

应变量变换法

巡

最近
, 对其他方程也提出了寻找这种 就 变换的方法

对 方程
,

十
二 二

用对应变量的
一

叩 变换 一
二 ,

则可把

方程化成
,

二
二 二

的线性热传导方程
,

对 方程 甲 , 一 甲甲二

十 叭
二 二

作对应变量的变换
甲 一

二
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则可把原始方程化成有某些线性方程特点的方程
, 二

一
二 ,

尺
二

一
二 ,

它有特解

一 。卜
。‘ 一 , 。 ’‘ ’ 。 , , 为常数

用此特解求得 方程的 个孤立波解
二 ,

一 二 ,

这里 几
,

一 汽
, 一 巫恤一 。

、

, 一 。卜一
二一 、 十 。

汹 这种应变量变换法
,

要求找的变换是使某特
“ 用 气

殊的孤立波解变换成简单的指数函数解 几个典型方程的 个孤立波解都找到了类似 的 应变量

变换
·

当然还有其他的求精确解的特殊方法
,

但上述三种方法有一定的普遍性
,

用得较普遍广泛

二
、

求近似解的方法

一致有效渐近展开法

这是解决非线性问题的最有力的近似方法 它可把非线性问题变成一 组 近 似的线性问题来

求解 但是
,

为了使渐近展开式在所讨论的区域上一致有效
,

必须采用各种展开技巧 我们知道
,

使渐近展开式不能一致有效
,

大概有下列几种原因 展开式中出现长期项 阮 ,
,

因而
在 , 的无穷区域中不能保证一致有效 方程中小参数出现在最高阶导数的系数中

,

因此
,

在进

行渐近展开时
,

展开式中各项不能满足方程的所有边界条件 渐近展开式中各项满足的方程

与原方程类型不一致 在渐近展开式中出现奇点
,

且奇点阶数逐项递增 为了避免这些非一

致有效性可采用多种技巧 主要有以下几种方法

应变参数法 该法基于问题中包含有某刻划微扰强度的参数
,

从而把未知函数与该参数

同时进行微扰渐近展开
,

使展开式‘ 致有效

应变座标法

设 “ , ,

朴 ,

⋯
, 。 , 。 为未知函数

,

为了使对 的渐近展开一致有效
,

常作下列展

开式

令

、一 艺
。 , , , , ,

⋯
,

一 艺
·杏, , 二 , ,

⋯
,

这种展开
,

实际上即要求
一乞
“ 勿一

,

二‘
,

即奇异性不能随近似阶数增加
夸一

,

这种方法适用于很大一类非线性问题
,

尤其是非色散介质的波传播间题 这种方法对双曲型

方程较成功 但对椭圆型方程
,

常不产生一致有效的渐近展开

匹配与组合渐近展开法 这种方法首先把原始问题分成二个区域
,

所谓外区域与内区

域
,

在外区域用原始自变量作渐近展开 称为外展开 在内区域
,

函数有很尖锐的变化 , 故用放大

了尺度的自变量作渐近展开 称为内展开 为了连接二种展开
,

使用所谓的匹配程序
斗 多重尺度法

设 二 , “
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。一, 刀 。 。 。 ,

⋯
。
吻

则令
‘ ,

牙 夸
, , , 。

工
。· , 杏

, ,

把它代人方程
,

然后选择

别有效
,

发展也特别迅速

功 , 田
。 ,

使展开式一致有效 这种方法在解决非线性间题中特

在具体进行渐近展开时
,

必须考虑一致有效的问题

对非线性波动问题
,

常用的一种渐近展开法称为广义 方法

对一 。性波动方程 尸

分
“ 二 , 一 。 《 ‘ 则其 方法 ” 令 小 附 , 。斌 ”

二 鱼且
,

把 价 幻 用 幻
,

幻 来表示
,

代人方程得 砰 幻 与 幻 间的关系
忿

对多维情形

必 十 刀二 沙 》

则令

价 , , , 二 ‘众
二 , , , , ,

艺 尺 一二 , 二 , , , 二

这也就是一般的几何光学近似
、

类似的
,

对非线性波动问题
,

我们采用更一般的展开形式
,

为保证展开式一致有效
,

采用多重

尺度法
,

即

令

, , , , 。 必
, , , , 一 习

。·

必
。 , 二 , ,

这里对 的依赖
,

相当于线性情形对 ‘
, 中的

‘ 的依赖
,

即对位相的依赖

在 方法的启发下
,

对非线性问题
,

我们可以对式 附加二个条件 对 有周期性
,

尽

巾 , , ,

‘ 巾 , 二 , , ￡

这里已把周期规一化为 令
, ,

然后确定函数
,

周期性保证了 一致

有效
·

的平均变分法

这种方法可由前述广义 方法推出 它适用于振幅 。 ,

频率 。 ,

波长等 都 是空间与时

间的慢变函数的情形

设原始非线性方程为

哗‘ 旦隽望止 一 , 一 。

了

其中 乙 甲 , 甲二 , 甲 为 。 函数
,

式 对应于变分问题
。 乙 , , , 一 , ,‘·‘ , 一

的 方程

令
,

使
, , 缩短

,

并用多重尺度法 因为我们知道 甲随位相 迅速变化
,

即令
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甲 ,
、

中 , , 必是 的周期函数

其中
。一 日

,

它表示快变函数

并定又

日 日

丽 一功 ,

丽
则由 得

鲤 必 必
田

一
创

十

一
少 刁必

石百
一
卜 “

丽

丈甲一甘一口一口
声、

、

把它代人原始方程
,

得

一 瓮
十 ￡

箭
‘

箭
十 ·

器
一 乙 ,

一 。

这里 乙 乙气 , 乙 , 乙 , , 乙 , 乙 , 且

一 。中。 中
,

必。 巾
,

巾 , ,

设 。 ,

为
,

的慢变函数
,

故 可写成
, 。 , 、二 ,

, , 气一 仍甸 , 八 ‘ 甲口 一 ‘ 七

日 矗
, ·“ , 十 “

巾。

因为 必是 的周期函数
,

设周期为 , ,

则由 得

立 生
’‘ 。, ‘ 、 立 上

, ’
。。乙 、。、一 。

口 对
一

汀

式 正好对应于变分问题

「 「 “ ,, 二 二 , 二 二 、 ,

月
,, , ,

,
。

川云
。 乙 、一“ ‘ 十 “ 一 “ , 卞 “ ‘ , 岁 , ‘ ‘ 一

对 巾与对 的变分 方程 由 变换
,

在零级近似时 忽略 项
,

式 可化成变

分问题
。 乙‘的 , ,

,‘ ‘了 一 。

这里 对应于振幅
,

问题最后化成

甘

一一
一丁一

十

诬 一

旦丛 。

方程组 可用特征理论求解

非线性波理论
,

近年来发展非常迅速 它与理论物理
、

力学
、

非线性光学
、

天体物理
、

大气
、

海

洋学的发展紧密相关 其中所采用的一些数学方法
,

正在逐步形成为一般的方法 还有许多理论

问题
,

如 由守恒定律研究解的性质
,

孤立子存在的条件与运动速度问题
,

非线性稳定性问题
,

伯

克隆变换与反演散射法间的相似性问题等等
,

这里均未涉及与讨论

下转第 页
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错攀移占优势时
,

式 中的 , 、 一

电子显微镜的观测能帮助我们了解不同条件下主导的蠕变机制是什么
,

从而确定适用的蠕变

方程 近年来这方面的工作指出
一

理论的局限性
,

推翻了过去公认的牛顿体的假定
,

肯定了多

数上地慢材料具有非线性的流动定律

本构方程的不同
,

会给粘性系数的计算带来不同的结果 的计算结果表明
,

当

刃 。 ,

图 由此算得的松弛时间当然也

了 用

弓

砂
心己仑

门

占驾

时
,

按
一

机制
, 刃 、 而按位错机制

相差几个数量级 按
一

机制
,

地慢只能在
, 时才产生变形 低于该温度时

, 刃 。 沪
,

地

慢对流就停止了 若按位错机制来确定
,

则将在

较宽的温度范围内
,

即 , 。 时
,

容易产生变

形 按
一

机制的计算
,

在深度大于 公里

时
,

粘性大到使对流在这些区域中已成为不可能

而按位错滑移曲线
,

在整个地慢中粘性很低
,

都允

许发生对流 由此可知
,

采用不同的蠕变机制
,

会

带来多么显著的影响

岩石高温高压蠕变断裂的实验研究在国际上

开展得还很不够 把实验结果与地球物理资料结

合起来的工作更是初步的 对于实验中的应变率
一叮秒 如何外推到自然情况 一“一 一 , 秒

咖吧
,‘,自月‘

公﹃弓户梦一

的问题
,

看法还不一致 地壳和地慢的较为理想的物理模型尚未建立 把蠕变试验和声发射等现

象联系起来考虑等方面
,

也只是刚开始有人进行 微观机制方面的研究
,

更是为数极少
,

很多问题

还很不清楚 此外
,

岩石的应力松弛现象
,

应力状态和变形路程的关系等都是值得重视的间题
,

国

际上至今也还是比较薄弱的一环
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