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一
、

前 言

非线性介质是指描述物体的应力和变形 包括变形速率和变形历史 的本构关系是非线性的

这种非线性性质往往和物体的有限变形联系在一起 在高速变形条件下
,

金属
、

岩石
、

高分子聚合

物
、

复合材料
、

土壤等表现出不同的力学性质
,

应力波的传播规律也各不相同 研究非线性介质中

波动的一般理论 应力波在各种介质中发生
、

发展
、

相互作用和转化的规律以及通过各种测试手

段
,

尤其是对各种波动讯号的测量来确定材料的动态力学性质
,

构作本构方程成为近代力学发展

的一个十分重要领域
,

我们必须给予足够的重视

早在十九世纪
,

经典的弹性动力学方法获得了充分的发展 〔 这是因为它受到电磁波理论发
展的影响

,

实际上存在着像地震中提出的大量迫切要求解决的问题 同时
,

积分变换
、

复变函数
、

谐波分析等数学物理方法的广泛应用给求解弹性波理论提供了有力的工具 但在研究像爆炸效

应
、

高速撞击现象
、

高能粒子束引起的物质破坏
、

震源近区的地震波效应等一大类工程问题时
,

因

为构成弹性波理论基础的微小应变和广义 定律假定不附合实际情况
,

因此
,

经典的弹性动

力学方法就不能应用了 例如
,

对岩石中应力波的衰减规律的研究 按弹性波理论
,

一球面发散

波
,

其波幅与离球心的距离 成反比
,

但实际测量的结果是波幅一般与 一 一 成正比 换言

之
,

实际上应力波的衰减要比弹性波理论预言的快得多 这表明在波的传播过程中有相当多的机

械能以不可逆形式耗散为热能
,

但什么是引起能耗的机制 目前
,

提出了多种模型
,

认为粘性
、

塑

性
、

内摩擦
,

剪胀
、

滞迥
、

裂隙的增殖与扩张
、

各向异性与不均匀性等都是引起应力波衰减的可能机

制 这些效应
,

绝大多数都是非线性的 又如橡皮一类物质中应力波传播的研究 橡皮属于高弹

性材料
,

即使变形量超过 外时仍显示出良好的弹性 但其弹性行为和金属不同
,

应力 。和应

变 。关系 。 一 。 满足粤 。,

哄
,

即其强化模数随应力的增加而增加 研究表明
,

即使
’

一
一 一 ’

一
一 ’

一

在渐加载荷下
,

橡皮中也可能出现定态激波
,

这自然是线弹性理论无法解释的 至于说到爆源或

震源近区介质的动态反映
,

情况更复杂了
,

这时应力幅值远远超过材料的屈服极限
,

介质不但处于

高温高压和大弹塑性高速变形状态
,

而且会出现崩落
,

碎裂
、

开裂和绝热剪切等多种效应
,

当然经

典动力学方法就不能用以求解这类问题了 类似例子还很多
,

足见研究非线性介质中的波动问题

远比弹性理论复杂
,

内容也更加丰富 目前
,

对这门学科的研究形成了几个不同的侧重面

非线性介质中波动的一般理论和方法 一般地讲
,

描写非线性介质的波动问题是异常复杂

的非线性方程组
,

除少数简单情况
,

无法获得解析解 但目前由理性力学发展起来的奇异面理论

在不必求得波动的总体解以前
,

对波传播的局部性质
,

如关于波幅的增殖与衰减规律
、

各种波的相

互作用与转化
、

演化规律
,

稳态波甚至孤立波在固体介质中的生长条件等都可获得定性结论 因

此对波动的数学理论的研究是十分重要的
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波动理论与材料的动力学性质
、

本构关系的研究结合起来
,

形成了波动理论的十分重要的

方面 波的传播引起了介质的高速变形
,

在高速变形下的材料动力学性质和静态性质有很大的不

同
,

确定这些性质都是通过对各种力学参量的波动讯号的测量提出适当模型
,

进行理论分析建立

本构方程来实现的 目前
,

在一维条件下发展了诸如 分析方法
、

冲击波技术建立介质的

高压状态方程和研究介质的动态相变机制
、

通过对弹塑性波头讯号的测量确定材料的能耗机制等

都是近来获得的重要进展

波动理论与计算力学的紧密结合
,

这是研究非线性介质中波动理论的又一重要环节 三维

下的材料模型无法直接用实验建立起来
,

但大量需要解决的实际工程问题
,

几何结构较为复杂
,

为

了处理这类复杂问题
,

需要近似确定三维下的本构关系且通过数值计算方法才能得到对这些具体

结构中波动特性的认识以便确定结构的高速李形过程和实际抗载能力
,

这一点对研究各兵器的战

斗性能甚为重要

二
、

波动的理论和方法概要

奇异面上的相容条件
,

波动一般指任何一物理量 。 。 ,

随时间 , 在空间 城执
, 勺 ,

翔 的传播 它有双重意义
,

一是指波阵面
,

即对 毋而言具有某种确定间断性质以一定实速度在空

间或物体内运动着的曲面
,

称其为奇异面 二是波阵面前后物理量 毋的分布状态 这里
,

量 中可指

任何一个力学或热力学量如应力
、

应变
、

速度
、

加速度
、

温度等等 表征波阵面的波速
、

波矢及其内

蕴几何性质与这些物理量的间断之间的相互联系总称为奇异面上相容条件 它又分为几何
、

运动

学和动力学三大类 须知
,

这类相容条件并不涉及到物质的具体力学性质
,

因而是普遍适用不能

违背的
、 、

和 等人早就建立了激波阵面的守恒关系
,

形成了气体

与流体动力学关于激波理论的基础 幻 但真正应用于固体介质的是 年 的工 作团
,

,’ 人 , , 入 、 二 “ 二 。
二

、 二一 一一 一 二
二‘ 。。 、‘ 二 中

,

秘范山 一
‘ 、

君石分 卫胜 如禾仕一粉龙足亘夏望坷采一荀开圆 皿 吕
,

石 望 俐全 用寻狱 岁
, 不犷一山

‘

现间断但 少本身连续
,

则间断矢量 必
, ‘
」 少去一巾二必然和 面法线方向 平行

,

其中 口去和 必二各

自表示在奇异面二侧的逼近值
” 以后

,

对非线性固体介质中的波动理论很少有人研究

过
,

直到 年代
,

理性力学的复兴“卜
,

对奇异面理论重新研究
,

并把它和非线性本构关系联系起

来
,

使之成为研究波动问题的一个有力方法 现简述如下

设量 中
,

定义在物体 翻 内
,

在 , 一 。时刻
,

汾 占有空间位置
,

由于运动和变形
,

在
了 ‘时刻

,

占有空间 物体 男 内某一点 由位置
, ,

凡 运动到位置
,

介
,

朴
,

显

然点 尸的运动可用下列函数表示
沦 , ,

或 义
, ‘ 一

如果空间的奇异面 , 用参数方程表示成

夕 , 怂 , 〔

显然
,

通过变换 映照到物质坐标 中去
,
一

即 , 、
,

在物质坐标内 的

曲面方程是

夕
,

杰 , ,

夕
, ,

风 , ,

如果量 少对曲面 , 或 而言
,

具有某种性质的间断
,

称 或 是量 中的奇异面 几

何相容条件是把 毋对空间或物质坐标 的导数的间断和 必对曲面
, , 或 的法向导 数的间

断
,

间断量 〔中 的切向导数以及奇异面的几何性质相联系的普遍关系式 我们以空间坐标 表
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示的曲面 的一阶和二阶间断的几何相容条件为例
,

可证明叭
必

,‘ 。‘ 花‘ 中 , ,

巾
,‘, , ‘ , “‘ , , ”

·

。
。 , , , , ‘ , 花‘ , ” , 一 二 ‘, ,

这里采用了 。的总和约定
, 。一 擎

, 。 一 。
, , , 二‘ , ,

, 一 。
, 二 ,, 一

口刀 两

, 。掩‘是

度量张量 。 , , ,

声
, , 的逆矩阵 表示对 夕, 的协变导数

,

一斌
·
。是曲面 的

第二基本形式中的对称度量张量 从 一 可知
,

在三维条件下
,

几何相容条件形式十分复

杂 但若 , 只是量 必的一阶间断面
,

则 可化为

必
,‘ , ‘

这就是 引理 若 , 只是量 中的二阶间断面
,

则 简化为

「必
‘ ‘从 ,

其次
,

奇异面上的运动相容条件是把 剑 的时间变化率与间断 。少 山 和奇异面的法向速
度联系起来的关系式 最早引进 古一时间导数 舀剑御 的概念

,

他定义

占中

各
五
心 咔
〔

盛 〔 口 幽岭

「二 厂

—
飞岁又轰 ,

△

‘

二
、 二 、 、 巾

, ‘

。蕊
,

甲 “‘ 一 、玉 , 不 了一 丽 下
“ ”少

,‘ ‘

其中
, “ 。 表示曲面 , 在空间运动的法向速度

,

则显然有

嘿
一
罗

二【’
,‘ ’”
‘

这就是 。沿奇异面 的一阶运动学相容条件
,

其中巾是任意的 如把 口看成是 所定

义的运动
,

则把波的传播和物体的运动及变形联系起来 激波是关于运动的一阶间断面
,

而加速

度波是关于运动的二阶间断面 在激波或加速度波波阵面二边必须满足质量
、

动量和能量守恒关

系及热力学第二定律 在不计热传导效应下
,

用空间坐标形式可写成
,

一 , 。

【。 , , , 户 , ‘ “ ,

一 。
。

一

「
。 。
工 。 、

“ 。 一 。
, 。‘, , , ,, 一 。

其中 表示密度
, , ‘

‘

击

。

一 , , ·

刀 镇
·

为质点速度
, 丙 , 是 应力张量

,

和 刃分别为比内能和比

摘
, , ” 价 ‘为质点沿波阵面法线方向 的速度

,

称为动力相容条件 当然
,

在处

理固休非线性波动问题时
,

往往采用物质坐标
,

其相容条件在形式上和上面不同
,

可详见 ”‘ ,

波的增殖和衰减规律 确定非线性或线性固体介质中波在无限空间的传播性质
,

需要三个

条件 奇异面上的相容条件 奇异面两侧场的方程 介质的本构方程 用这种方法
,

早就证明线弹性固体中只存在两种波速的波
,

即纵波与横波 而且
,

一个平面波在传播过程中
‘

,

其

幅值既不增加又不衰减 但对非线性弹性固体
,

情况并非如此 卿 和 等人利用上

述方法研究非线性弹性体中波的传播
,

获得了二个引人注目的结果 一是在有限变形下的热弹性

材料
,

纵向平面加速度波满足
‘ , ,

一 弘 ‘, 。 , 斗

其中
,

认
,

称为声轴张量
,

它和位移梯度张量 凡 , ‘ 为 , ,

温度 了
,

波的法线么矢 及介质

的弹性性质有关
, 、是 波速

, 务 , 是 司橄 符号
,

一【 」
, 丙 , 内 是加速度波
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的幅值向量
,

表示加速度的跳跃量 从 式可知
,

存在实加速度波的充分条件是声张量
, ,对

其本征向量 而言必须是正定的
‘, ‘ ,

、 ·

,

而且局部声速 是 , 的本征值 在各向同性非线性弹性介质中
,

平面纵波与横波至少可

三个主方向传播
,

称其为主波 在每个主方向有一个纵波
,

两个横波
,

故一般三维空间中
,

共有九

个主波
,

局部声速各不相同
,

原则上利用局部声速测量可定出材料的高阶弹性模量 二是对平面

加速度波稳定性的研究 年 , 利用 卜时间导数及运动学相容条件
,

计算了平面加速

度波幅值 召 随时间的变化
,

得到一个类似的 方程

互 一 一 ,‘ , “ 夕 , ,

占

其中
,

系数 产 和 月 由波前状态决定
,

如波前处于均匀状态
, 环和 夕均为常数 由

可知
,

初始幅值 。决定了加速度波的增衰性质 即存在一个初始临界幅值 『 当
。

嵘 时
,

波

是增殖的
,

其结果是可能引成激波 当
口 。 。了时

,

波是衰减的 当 。
。 。丁时

,

其幅值在传播过

程中不变 这正是非线性介质中波动传播的一个特点

非线性粘弹性介质中波的传播 线性粘弹性理论是由
,

等发展起来的

对于各种由弹性和粘性元件线性组合的介质中波的传播
,

已给予了充分研究 但直到 年代对

高分子聚合物
、

复合材料等有限幅度波的研究却很少 关键是没有足够的理论去建立这类物质的

本构关系 和 用近似泛函分析的方法
,

提出了一个具有减退记忆的物质的数学模
型 所谓减退记忆材料

,

即指应力对变形历史的依赖在记忆上具有减退的性质
,

它较多地依赖当

前的变形历史而较少地依赖于以前的历史 若应力对应变历史是线性依赖的
,

称这种材料是有限

线性粘弹性材料 和线性粘弹性材料相类似
,

这类材料变形的一个特点是施加于物体的应力在瞬

时只产生弹性变形
,

而粘性形变是一种非瞬态有时效的流动过程 如记 。 , 表示 , 时刻物体微

元的 应变张量 则变形的历史可用一逃逸时间参数
, 来表示

。 , 。子 , 一

可证明
,

有限线性粘弹性材料的本构方程是线性 体的推广

艺‘, 艺 , 。 ,
’ 。口‘ 倪, , 夕

口

·

。夏,

其中 二 , 和 犁二,分别表示总的和瞬态的
一

应力张量
,

四阶张量 岛 ,, ,

表示应力松

弛函数 原则上可通过超声测量来确定 在一维情形下
,

不少作者对具有减退记忆介质中激波和加

速度波的传播规律进行了详细讨论
,

指出应力波在这类介质中传播时的一个特点是定态激波的存

在
,

这是和线性粘弹性介质截然不同的 如前所述
,

非线性弹性效应可使波幅增殖
,

而粘性效应可

使波幅衰减
,

这两种因素同时控制着波的传播 在某种组合条件下
,

却能出现定态的激波
“ 等人对有机玻璃一类物质中定态激波的传播给出了解析解

,

并很好地符合实验
,

这是理性

力学促进材料科学发展的一个例子

固体介质中的非线性色散波 类似于对水波的研究
,

在固体动力学中
,

如果既考虑介质的

非线性性质和粘性引起的耗散性质
,

又同时考虑结构的几何形状引起的色散效应
,

把物理现象简

单化
、

典型化后可以得到某些具有色散项的非线性波动方程 对这类典型方程解的研究却十分重

要
,

它不但可说明非线性材料中关于波动的特征而且可以用来研究材料的动力学性质 例如细长

杆中一维非线性波的传播
,

如果考虑由于横向振动引起的色散效应
,

在一阶近似下
,

对某些材料可

以化成类似于 ‘ 方程的一类模型方程
,

而在一维原子链模型中
,

如果存在缺陷而缺陷的传播可
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以归结为
一

方程 这两类方程已有完整的解法
,

证明了孤立波的存在性 值得指出
,

既

使有耗散机制出现
,

仍可证明对某类非线性色散方程存在定态波解但很难证明定态波成为孤立波

的条件 研究定态波结构及其发育过程对材料动力学性质的研究其意义是十分明显的 当然
,

由

于固体的非线性性质十分复杂
,

寻求一类典型色散波动方程的解析解还比较困难
,

需要把计算机

和实验工作很好结合起来
,

以便取得更大进展

三
、

塑性波理论的若千课题

塑性波理论发展概况 早在二次大战期间
,

对幅值超过材料屈服强度的应力脉冲在金属材

料中传播的问题进行了大力的研究
,

利用流体动力学中关于拟线性方程组的特征理论
,

在大量实

验基础上
,

导致了塑性动力学理论的诞生和发展 它是非线性介质中波动传播的一个十分重要的

分支
,

在其发展过程中
,

经历了三个阶段 第一阶段
,

小应变弹塑性动力学理论的诞生和发展 这

是从
, 一

等人的开创性工作开始的
、

第二阶段是固体的流体动力学理论的提

出和发展
,

它主要针对超高速撞击现象开始研究的
,

这一理论目前比较成熟 第三阶段是有限变形

下热弹塑性动力学理论的提出和发展
,

由于缺乏本构方程的完备知识
,

问题本身十分复杂
,

其进展

是十分有限的
,

高应变率下的材料力学性质 在塑性波理论早期
,

人们用等温过程中的弹塑性应力应变关

系
,

不论是应变理论还是增量理论
,

直接引进到波动理论中来 即使在三维条件下
,

也可组成封闭

的拟线性方程组 由于弹性和塑性
、

加载和卸载有不同的应力应变关系
,

因此
,

对一具体冲击间

题
,

在物体内部可以引成众多的波源如弹性波
、

塑性波
、

卸载波
、

反向屈服波等等 这些波的位置

预先不知道
,

数学上形成了一类特殊的边值问题
,

只在一维条件下
,

才能求得个别问题的精确解

自然会提出一个问题 冲击过程是绝热过程
,

用等温条件下的静态应力应变关系去解冲击载

荷下的塑性动力学问题是否合理 快速变形过程的特点
,

尤其是应变的速率对材料的动力学性质

会有什么根本影响 大量实验表明
,

对有些金属如碳钢等
,

应变率对材料力学性质有显著影响 如
在冲击载荷下屈服点有明显提高 应变的屈服滞后效应

,

塑性应变落后于应力 弹性前驱波的幅值

不断衰减以及前驱波后的应力松弛 微小扰动叠加到静态大变形上去时
,

小扰动速度等于或接近

于弹性波的速度 不但应变率而且应变率的历史也明显地依赖子波的性质
,

材料对应变率的历史

存在减退记忆的特点 大量的实验事实表明在高速变形下金属材料的动力学性质是何等丰富 它

构成了研究塑性动力学理论的一个中心课题

为了构作包括应变率效应的本构关系
,

在一维条件下可通过两个途径 一是直接的测量用以

确定应力应变和应变率的关系 分离的 压杆技术就是一个典型的方法〔 尤其是近

来发展了一种 朗 方法
,

它不尽依赖于测得不同 位置的关于应力或应变波的讯号

而且依赖于力学的基本规律去构作本构关系
,

同时还可从本构的角度去分析波动在非热力学平衡

态发生的物理过程 另一是最早由 和 等人提出的方法
,

即先假定一种包含应

变率 ‘效应的本构关系
,

如在一维条件下
,

可导致

‘ 扩 砂
一

生 沙 ,份 。

其中
“ · ”
表示对时间的微商 扩 和 。“ 表示应变的弹性部份与应变的塑性部份 , 。 。 称为

塑性势流函数 将 和动量
、

质量守恒方程联立求解波动问题
,

使适当选取 , 的某种形式使理

论计算和实验结果吻合起来 遵循这种方法
,

年代以来
,

尤其对单晶材料
,

位错动力学解释应

变率效应获得了一定的成功 金属的宏观塑性行为是位错在应力场作用下不断增殖与运动造成
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的 利用著名的 公式

价户 护‘

可把塑性切应变率 尹和位错的平均可动密度和平均运动速度 歹 联系起来
,

其中 是

矢量 目前
,

在实验观察的基础上对位错的运动与增殖提出了许多模型叫
,

在不同程度上成功解

释了上述不少材料的应变率效应 最近
,

有人把塑性内变量理论用于研究塑性波的传播也同样获

得了满意的结果 近来对用这种实验和假想模型拟合的办法去研究材料的动力学性质构 作本 构

方程的方法提出了挑战
,

不少作者认为这种方法本身存在固有的缺点 可以相信
,

随着理论和实

验的深入发展一定会更加深人地揭示材料的应变率效应的

冲击波技术和高压状态方程 在用流体动力学方法研究固体受到超高速撞击时 冲击速度

约从 公里 秒至 公里 秒 发生的动力学过程
,

包括强激波在固体内的传播规律 不计强度
、

热

传导和其他耗散效应 关键问题是确定一个描写介质处于高温
、

高压下的状态方程

或 户 户 户

其中
, ,

和 分别表示压力
、

密度
、

比内能和温度 要完全从理论上去确定是不容易的

目前
,

广泛采用平板撞击技术测定固体的激波参数
,

以确定 状态曲线
,

而后从统计热力学

角度通过半理论与半经验的方法构作出一个适合数值计算的状态方程 从 年 等人公

开发表其实验数据以来
,

这方面的文献和资料是大量的 这里
,

我们要指出
,

在用冲击波技术建立

状态方程时
,

作了激波无结构
、

定态传播
、

波后介质处于热力学平衡态等基本假定 今天
,

对问题

的认识又进人了更高阶段
,对激波的结构

,

定态波的发育过程
、

激波稳定性条件及冲击波下的相变

过程已进行了充分讨论
,

这都是值得我们更加重视的课题

流体一弹塑性模型评说 为了计算中等压力范围内或在高速撞击下低压区和卸压区的变形

和运动
,

上述流体模型不再适用了
,

这时固体的强度效应不可忽略 工程上广泛应用流体一弹塑性

模型来描写物体的本构关系叫
,

这种模型假定 过程是绝热的
,

压力功和不可逆的塑性变形功

必然导致物体的温升
,

这就要引进能量方程 平均压力 歹一 工 ‘
二 。 ,, 。“ 只对体积

变化有贡献
,

并可用一个状态方程去描写
,

而剪应力只引起剪应变 二者互不藕合
,

即不表现任何

的剪胀效应 加载函数不但受加工硬化影响
,

而且受压力 歹和温度 的影响 剪应力和

弹性剪应变服从 定律
,

高压下剪切刚度模量仍维持常数
,

塑性应变和应力服从
一

关系 由此可知
,

这种模型只是流体模型与小应变弹塑性理论的机械结合和扩充
,

既没有反映应

变速率的效应又没有反映有限应变的特点 其真实性和适用性是值得研究的 目前
,

从理性力学

角度对介质在有限变形下的弹塑性性质进行了初步研究
,

从不可逆热力学角度去讨论热弹塑性体

的本构方程 特别是塑性内变量理论
,

如 的内时理论
,

认为塑性变形不但使材料产生明

显的温升来影响材料的弹性性质
,

而且存在表征物质内部结构发生变化的物理量 称其为内变量

去影响材料的弹性性质 这种理论不但可解释材料的应变率效应而且可以解释应变率历 史 效应

并打破了关于塑性加卸载面的传统观念
,

用热力学定律去直接构作本构方程 虽然
,

内变量的概

念还是不具体的
,

但毕竟提出本构方程研究的新方向
,

颇应予以重视
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,

内孔表面轴向裂纹的应力强度因子

斌丁
咭一

, , 一业一、
一 」

式中符号与 式相同

按 式及 式计算的无量纲 二 广擎卒 值和有限单元法计算的结果
,

以及相对误差
,

—
,

均列于下表

一 按 式计算算 有限元计算算 误差 按 式计算算 有限元计算算 误差

。 。

一
。

,
· 。 。

。 。
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。 。 。 。 ·

,
。 。

。 。 。 。 · 。 。

。 。 。
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