
星系密度波的非线性不稳定性

秦 元 勋 王 联 王慕秋 胡文瑞
中国科学院应用数学研究推广办公室 中国科学院数学研究所 中国科学院力学研究所

星系密度波理论成功地解释了螺旋结构的缠卷困难 『 为了克服有限群速度引起的维持

困难
,

人们研究了各种线性波的不稳定增长模式解。一 , , 线性波的不稳定性分析只能适用于

短的时间发展
,

所以应该进一步讨论非线性密度波的稳定性 徐遐生等用星系激波方程计算

恒星的非线性密度波时发现
,

解极敏感地依赖于初值的选择
,

可能在物理上不稳定 许多数

值试验都难于得到稳恒的螺旋图样 , 最近
,

以密度波为初值计算其时间演化时发现
,

存在

增长率相当快的非线性发展 胡文瑞用一种简单的数学处理
,

发现非线性密度波的局部解确

有不稳定趋势 本文采用气体盘模型
,

用星系激波的局部解方程
,

在准稳紧卷螺旋近似下
,

证明密度波存在非线性不稳定性

在螺旋坐标 夸
,
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可以证明
,

这时密度波的周期解是不稳定的

定理 讨论微分方程组
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本文 年 月 日收到
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,

星系密度波的非线性增长
,
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因此
,

根据非驻定系统不稳定的 月 定理
,

式的零解是不稳定的

现在
,

再来讨论 和
·
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, , ,
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,
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时变为零或无穷 在 。 , ,

峡
,

砂 三维空间中
,

式表示方程有三张奇面 当 ‘ 增长时
,

和 式的积分曲线一般不能通过它们
,

因此假设
。 , 。 , 。 , 。 , 。

。 ,

分别讨论两种情况 若 和 式在区域 内没有周期解
,

则不需讨论其稳定

性 若存在周期解
,

可取一周期解记以 。 动
, 留 , 将 刃记为

,
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将上式代入 和 式
,

将方程对 甲 ,

沙作幂级数展开
,

就得到
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诊 , 是区域 式中的连续周期解
,

在一个周期解中
,

它是有界闭集上的

连续函数 利用条件 和 式
,

对于 , 式有常数
, ,

使
二 一

,

》
,

二 镬 一 , ,
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只要能证明 式的线性部分在 甲 ,

价 一
,

是不稳定的
,

则加上非线性部分 甲 ,

沙 以

后
,

这个结论仍然成立 这里关于稳定与不稳定的意义是众所周知的 月 , 意义来定义的

参阅文献 〔

根据前面证明的定理
,

条件 式是条件 式的特殊情况 而引力条件 式是比

式要更广泛的条件 由此
,

我们证明了局部密度波周期解是非线性不稳定的

徐遐生等 ’在用计算机作数值计算时已发现周期解很难算 初值稍一有差
,

解即发散
,

但

没有进一步从理论上加以考察 本文论证了这种不稳定性的必然性 徐遐生等还证明了〔, ,

弱非线性的 自恰密度波解就是线性密度波的周期解 事实上
,

在 。 , 《 。 , 。

时
,

微分方程组

可线性化为常系数方程
,
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尤
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当任意常数 时
,

得到唯一的周期解 今 时
,

积分曲线指数地发散 即在 。。

, , ,

公 三维空间中除一个零侧度的二维曲面外
,

其余积分曲线均以 。“ 的量级发展 故周期

解虽存在
,

但不稳定 在太阳轨道附近
,

可估计 “ 因此
, 刃变化 即可使速度变化 。

倍 太阳附近 刃变化 对应于 银年
,

即约 年 这个发展速率与刘尊全等的计算

结果相符合

显然
,

在星系激波方程 式中略去了二阶量的项 仔细地分析后表明
,

这些二阶量引入

后并不改变密度波周期解不稳定的结论

最后
,

还必须讨论解的自恰性 一般讨论气体的非线性响应和星系激波时都不满足自恰
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条件 将本文的结果用到一般星系激波时就得到亚声速流动的基态附近的周期解是 不稳 定

的 对不是很强的扰动场
,

声速线是奇异线
,

积分曲线不能光滑地通过 对于恒星密度波
,

本

文对扰动引力场提的条件 。 式是很宽的
,

有物理意义的解应该包括在这个条件之内 但是
,

我们在这里并不是讨论密度波的求解
,

而是讨论周期解的稳定性 弓力‘ 不仅应该是 刃的函

数
,

也应该是速度 , , ,

叱
,

以及其导数的函数 这样一般性的数学问题的复杂性使得人们很

难具体处理 从物理上看
,

自引力系统中是引力的坍缩不稳定效应与压力的弥散效应相互制

约 在线性密度波理论中
,

人们常用稳定参数

叮 丙

来判断自引力系统的稳定情况
,

口 为中性波的边际稳定性 越大
,

自引力系统越稳定
,

反之亦然 因此
,

不考虑自引力的系统相当于 非常大的系统
,

它相对是最稳定的系统 如果

我们证明了这样的系统中解是不稳定的
,

那么考虑自引力效应以后
,

解将更不稳定
,

反之不然
。

这样就可以设想
,

本文的结论对于自引力系统也将会成立 作为一个例子
,

文献 中计算了

自引力密度波的非绍津胜增长
,

其增长时间为 年
,

与上述分析符合
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