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应力波在线性磁滞体中的衰减

中国科学院力学研究所 白以龙

提要 通过对爆炸在岩石中产生的应力波的物理分析
,

判断岩石应力应变关系的磁滞效

应可能是应力波在岩石中衰减的主要物理机制 在线性磁滞模型下
,

用拉氏变换和渐近展开

方法 ,

求 力波传播的解析解 特别是得到了应力波头以 , 一

《韵
‘

方式 衰 减的应力波

的特解 这种解所具有的一系列特性 波形自相似
,

波形特征
,

走时和半衰期的关系
,

动力学和

运动学参量的峰值等 与实践观测结果及已有经验公式有相当好的一致性 并表明衰减指数
止仅由磁滞参数 和参数 确定 【 十 ,

为无量纲应力波头导数的绝对值 因

此
,

这个模型可作为进一步分析物理机制和建立经验公式的基础

一
、

问 题 的 提 出

应力波从炸药 能量释放源 所在地传播出去是逐渐衰减的 按弹性理论
,

它在球对

称情况下的衰减规律为峰值应力 泞与距离 的一次方成反比

斤 ,

即衰减指数为
,

与介质性质无关 但是大量的工程实践和科学实验表明
,

球对称应力波

的应力峰值衰减规律为
, ’

入

—
式中衰减指数

,

附为炸药当量
,

为介质常数 对于岩石介质
,

一
,

即应力波

以较弹性波更迅速的方式衰减
,

岩石不是弹性的
,

而是有能量耗散的

许多实验表明
,

岩石具有明显的磁滞性质 图 ‘

卸载后
,

重复加载至原最大应力
,

路线不重复
,

而成一回

线 在一维情况下
,

这种性质可用如下的多项式表示

△, △。 凡 △扩 十 ⋯ △

式中 。 是应变
,

是模数

从物理上认识磁滞现象
,

文献 〔 的说法看来比较

合理 “ 这种衰减形式 指磁滞 可能在某些范围内出

现
,

在经历了塑性变形的固体或十分不均匀的物质中
,

甚至在低应力下也会出现 后者包含了许多裂纹或其
图 岩石磁滞性质示意图

他应力集中因素
,

它们在较小的整体应力下也会使局部发生塑性变形 ”构成大地的岩石
,

正是这样一种不均匀的充满裂隙的介质

已有的弹塑性理论是在金属材料力学性质实验资料的基础上建立起来的
,

它概括了
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金属材料弹塑性变形的一些特点 例如 屈报准贝与静水压力无关
,

体积没有塑性的变

化等
,

但就 目前见到的实验资料看 图 岩石与从金属抽象出来的弹塑性体很有些不同
,

除表现明显的脆性
,

剪胀性等特征
,

在应力应变关系上
,

还显示磁滞性卜习 就是卸载和再

加载之间呈一磁滞回线
,

而且往往卸载到某较低应力水平后
,

应变有较大的恢复 对于岩

石
,

还有下面两个特点 体积变形也有塑性变形
,

而且 也呈磁滞回线 几乎没有弹性

加载段 我们简称具有这一类特点的模型为磁滞体

二
、

计算模型和基本方程

本文只讨论无限介质 主要是岩石 中球对称的应力波 这时计算模型还可更简单一

沁 刃执丫 旦

‘‘‘且,,
‘月尸几皿

户

图 线性磁滞示意图

了 一 夕 , 了 。 ‘孟

才 些 图 首先
,

瀑炸应力波在达到最大峰值后
,

通常
尸 便渐渐衰减到零

,

丙加载间题不突出 因此计算中只

计及卸载而不考虑再加载 其次
,

在卸载段中
,

转折点

的应力水平一般很小 因此
,

从能量耗散 而不是从

残余应变 的角度看
, 才 段代表了能量消耗的主要部

分在后面的计算中
,

仅计算 段 即使应力小于零
,

—
口 或有少许再加载

,

计算也仍沿 段进行

现在估计一下数量级 令 为密度
,

为压力
, 。

为质点速度
, ‘ 为固体中击波线性律的常数

,

于是当

二 《 时
,

有

沙

两尸

例如设
。 一 弓 又 , , 。 一 , ,

当
。 一 时

, , 多 因此
,

务
,

则
, ,

即压力为每平方厘米几千公斤或更低时
,

问题可线性化

时便得到

此

口 口。
,

二一 门 一 尸。 一二 一 门 ,

才

沙 。, 。。

影
二 的数量级

十 巫 玉二止工旦一 。

一 口
, , 了

,

一 丙
白 「一 介

—
刁钊 乙

—
一 着

, ‘ ,

上升时

间 了升 ,

则

李
、

与 一 竺 一 异
口厂 了 丁儿 艺丁

一些岩石实验表明
,

在每平方厘米几公斤应力时
, ,

和剪切强度 了。

相当
,

而当 。 ,

约为每平方厘米百到千公斤时
, 几 。 ,

一 丁 一 一 ,

图 因此
,

在这个范围内
,

作

为初级近似
,

本文忽略了剪应力 此时 , ,

引人速度势 甲 甲 ,

整个间题化为声

学方程
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。一 、

沪立

叨

︵三。切洲丫
叫

三轴试验

斗

﹄“洲叭

︵飞
。加召︶众

月,

一

静水压

一 ,

位移

野外试验

图 几种典型的岩石力学实验曲线

、,了
份弓‘厂气

、
、了

幻

粤一甲甲 ·

‘

,

口
,

阴
一

—
月一

— —
、

球对称

甲 ,

口

柱对称

口
业

平面

一 。 口甲

— 犷 了二 一一 ,

口君

八一
一一

方程 钓中采用的波速是
,

因此所描述的是某质点在一次加载至 二 后
,

在 段的卸载过程

于是有关于计算模型的第一假定 小变形
,

忽略剪力
,

线性加卸载的磁滞体 图

边界条件为在 , 。

处已知压力波形为 , 在波头 , , 。 十 ‘ 处服从波阵面守恒条

件
,

即
。 , ,

、

, 。 , 户 。

上述问题提法描述了在波头突加峰值载荷 沿 ’ ⋯ 后沿 或
’ ’

等的卸

载现象
、

为便于问题求解
,

特别是求波头的解
,

改用自变数 犷
和 了 君 一 , 一 ‘ 。 ,

的意义是当波头到达某点时
,

开始计时 于是 甲 是含隐变量的函数

甲 , , 甲 , , ‘

用 甲 , ,

表示的物理参数为
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年

口
一 尸 叹七

。 一 亚 二 互
口 。 口

咬

微分方程和边界条件变为

,了器
一

川令 橇器
一

最粼 兴豁
一

炭黝
一 一 户鲤瓮卫 一

洲
,

一 时
,

黑严
一

三
、

平面波和球面波的解

用拉氏变换求解
,

方程化为非齐次变系数的线性方程

、
,二

‘

内
、

必
, ,

一 下 ‘
一
了

、
一

少
,

、
,

一 —一 —十 气 一 一代 】’ 岁
。」 犷

十 ‘ 一

匀以一 。

卜

, 巾 , , , 。 鑫工三

巾和 万分别为 甲和 , 的象函数
,

是象函数的自变数

方程 的齐次解在 , 平面波 和二 球面波 时分别为
。 一 、 , “

六告
了· , 。

昧
一告

, · ,

一 。时

。 一 二 、 了 。

嶙告,二 。 。

赎
一告,

· , 二 一 时

在 。。
时指数都大于零

,

因此 时
, 中 ,

这是不合理的 所以方程 的全

部解也就是非齐次特解

下面我们用渐近展开方法求解 令

中 , 价 , ,

乡
。一

介 十 价一 ·

赫
十 价,

一
沙 , ,

—
刁一

代人方程
,

使 产 同阶的项相等
,

便得到

一 用 一

心十沙。 一 卿今
、

, ,
·

必 一 鱼诚
,

·

一

一 , 式。,

门叫衡
价必

︶八

一一一一一一必必

卜一‘一

一一

,一 仍 一

刹含一 ‘ ‘ 妈 一 奢以
必

月
十

幼
一 、
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汽 一
蓄净

“一嵘刁人 一

即
几一

一 ‘一 十

知
一

式中 一 ‘告 勺 不仅是加卸载模数的差异
,

也是能量耗散的指标

上的撇表示对 求导数

函数 功
。

若 饥 , 甲奋。
, , 已知

,

则上述各公式便给出所有 必式 , 的表达 但 人 , 一

诚
, , 恰恰就是我们最感兴趣的波头传播规律 现根据边界条件来确定 汽 , 设

价。 , 有级数形式

。。 , 一 全兰巴二应
, 一 , 。 ·

对边界条件同样做 , 的渐近展开

必
, 丛三

了

一
告馨

,

万

将所得的解 毋 , , , 用到 , 。处
,

便得到

必
。 , ,

再根据前述各阶 尸 的方程 也用到
尹 , 。

处
,

便可得到 八 , 在 , 。
处 的 各阶导数

端代 至此
,

反回去由公式 便能确定函数 讥 , ,

也就是波头传播的 行为 将

讥 , 再代回方程
,

便可逐次求得函数 叭
,

仍
, ·

⋯ 再根据式
,

象函数毋 , ,

便

得解 最后经过反演
,

全部问题就解决了

用函数 价
,

表示的解如下

甲 , , 又 止姿之达二
二几 又刀 十

一 旦￡二三工鱼
口 一鑫平

了 ”

。 一 巫 一 工 业
口 口

卜工一
刀 刁

中。

一 —中 。艺︺

在波头上
,

户一 一 。必。 , , 价 一 一生 价。 ,

例 一 。
按照 。 的定义便有 此时无非齐次项

, , 、 , 八 。
。 。 。

丫 小 ,

一 口 , ‘ , 户

一
” ,

—
, , 少

一 ‘ 日

有一个齐次解有效

反演后得到
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夕 年

艺 了
”

一

卜

之尤
阴 一 时

、 , 二 ,

厂卜 、
月 , , 子 ‘ 上 产 吸 ,

厂

一
—

‘ ,, 去
‘益 日 , 一 、 产

、 。 二 又 十 少

一 时

于是知道
,

在波头上平面波不衰减
,

球面波以 方式衰减 这就是 一般弹性波理论的结

果
,

例 , 以 ”一
试劲

一‘

衰减的球对称应力波 设

价
, 刀 ,

洲
要 吏式 满足方程

,

只需系数 才 。

满足以下条件

汪 ,

一 一 一 。。才。

左
。

一 一 , 一 。。刁一 , , 一 ‘ 才一 ,

在边界 ,
‘

。
处有

必。 。 一
了 。 ,

·

一
、

,

咖 介 一 才 一 召

汽
, 。

么 厂
”

一
。

第一个条件 可以确定出
。 一 一 , 。, 队

四
、

以 户
一‘规律衰减的球对称应力波的各种特征

实用中发现许多爆炸源辐射的应力波的峰值应力以 厂
‘

规津衰减
,

我们做第二假定

户 , 一

下面分析这种应力波的各种特征 先讨论
,

的递推公式及解的解析表达

打仁公式可改写为

。

的递

才
。 , 。建

。 , , 。 十 一 孟汪
。

一 。

丰民据文献 」
,

“
一

· 十 ‘一 ‘一 ⋯ 一 ‘

贻厂含
了 二石一 什

‘

一 叹丫 二蕊牛

了 一

将式 ’ 代入无量纲压力 歹的公式
,

可得级数和代数形式的解

一 之业二二
户 ,

艺
” 十 ‘一 “ ”

’

一 ’ 十 “ ’一 砂 一 ‘

。 二 。 川
。 八 一节一

二

了二几 、 , ,

几

、 ,

了 子、
”

入 、一 一
住 丫于二石

夕
月

,

子 ‘一‘

月
夕全 ‘一‘

式中

,了
士召反二不

弓
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当 时
,

歹
一 亘

十 犷 ‘

,

一 二 二、
‘

、
艺

。 一 ⋯ 一 了厂二石
· ‘

一 一 了「二石
· ‘

忠
,

丫不兀
、 ,

二 全、
”

右
入 、一 一 一 一

一一二

一 —
人二 , 一 又获代代 一、

‘

丫 一 一 ‘丈 吞
‘一‘ 热全 ‘一 ,

当 时
, 甲

当 一 时
, 甲

声
亡

土
‘

丫丁二石

。

华里廷
口

,

全

全 ‘一 ,

一 主一
不
里一 一生一

户 丫 一 一 口全 ‘一 , 口
,

了 ‘一 ,

一 夕
,

一 厅
,

十 , , 一一一今炭下 一 二一一一一一长汁二尸 之

口
‘一‘

又 口
‘一‘

户 二

一 一一 尸
‘ ‘

了叉 卫

二

一 ⋯ 一
甲

、

入

—
交互三上架丝止兰三玉匕 一匀

”

丫 一
、 。 ,

当 一 时
, 户

。

丫 一

几全

十 热

一 夕 一 口瑞不裱升丽
当 。 一 , 时

,

一么石诀不
一 口石

一 , 二一 岛 戈二夕 一 一一下二一 以 一 夕
‘ 。 尹 了 丫 一

夕
,

夕
、
一 口 夕 一

夕矛 ‘ 热矛 ‘
斗

在第二假定下取 ‘ 表达式中 犷 的最低阶数
,

则其主要部分为

。 一 卜 鱼、 功。

甲 — — —
一 二 二丫生卜一 , 一 鱼

尸 、 ‘ 住

此值实际上是负的
,

所以在本文的假设下只出现最大的减速度

现在讨论应力波的特性 图 一
应力波在传播中保持 自相似 根据量纲分析

,

知道压力

, 一 , , , , 一 ,

会
,

里、
‘甲

‘ ,

犷

前面的解析解表明
,

对于波头以 户
了八丫
、一、 规律衰减的特解

,

按波头峰值应力无量纲的
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学 学 夕 年

石厂
一

—
一告

飞

冬盈二之二盛
厂二一

一一一味一

—一
一二

图

。

多

食

一 一
召

里 一一 一 ,

习

一
一

」

一
应力 万

,

却仅是一个自变数 全一 卫 的函数
,

图

即应力波在传播过程中虽 然 波的峰值和波

形在不断地变化
,

但是
,

假若度量应力的尺度取作当地的压力波峰
,

度量时间的尺度取作

到时 , 。

并从波到达该点开始记时
,

那么波形在传播中永远是不变的 这一特性对分

析实验数据和建立简单公式显然是非常重要的

应力波形在峰值邻域总是随时间衰减而且是下凸的 根据 歹的公式
,

在 了 。处

的第一
,

二阶导数为

佣
, 。

穿
。

一三 一 , 当 ‘ ‘, “ “ ‘ 时

斗

一斗
一

﹃工

春
‘一 ‘ ‘

因此
。

应力波头后缘总是衰减的
,

波形是下凸的

走时和正压时间
,

半衰期的关系 根据应力波在传播中保持自相似的特性
,

应力波

衰减的度量
,

即无量纲正压时间或半衰期
,

总是不随位置 犷 变化的
,

只依赖于参数 。 和

而变化 无量纲正压时间

了一乎
一

卜
一

瓷
不‘

畏
几夕 一 风
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第 期 白以龙 应力波在线性磁滞体中的衰减

当 时
,

子 在其他情况下
,

波尾一般拖得也较长
,

较平缓 因此
,

从实际波形

上去量正压时间 子
,

一般并不方便也不易准确

更便于理论分析和实际测量的衰减参量
,

我们建议用 无 量 纲半衰期 全。 在本解析解

中
,

全 可用下式计算

了了二石 凡 热
口了 ‘一 ,

夕了 ‘一‘ ,

全。 一 , 工生

可以看出
,

无论无量纲正压时间 子 或半衰期 全
,

都仅是参数 和 的函数 全 随

和 的变化如图

一一〔二竺二二之 二二

图

衰减指数 , 实际应用中非常关心衰减指数 的大小及影响它的因素 根据上面

的特性
,

在一定的介质中 一定
,

倘若知道无量纲波形的任一特征
,

例如一对相应的 又

及 全 的值

又
。

于
。 , , 斗

从经验中找到 子, ,

就可根据介质性质 求出任意介质中的衰减指数

此外
,

还可以通过已知函数 的导数来找这种关系 其中最简单的是衰减指数 与

歹在 全 。处一阶导数绝对值 的关系

一 典 , 卜 丝
厅 。

参数 可由爆源传到
。

即介质开始遵守线性磁滞特性的边界 时的波形确定

波形 图 中用虚线画出有相同 。 值和 值的指数衰减波形和三角波形

歹 君一奸
,

万 一 了

与相应的解比较
,

可以看出
,

波形大致与指数衰减波相仿 特别在头部
,

无论是用三角波
,

还是用指数衰减波来近似都是相近的 而在尾部 歹
,

则波形比三角波拖得长

矛
一 关系

一般说来
,

由式 无量纲半衰期是

的数值范围内
, 一全 间有几乎单值的关系

和 的二元函数 但由图 可见
,

在计算

、 于

对于指数型和三角型的波有准确的单值关系 图
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年

了
,

了
。 夕

指数型波 虚线

三角型波 点划线

五
、

与经验结果的对比

现在综述一下线性磁滞模型得到的理论结果和
一

与头际观测及经验公式的比较

波形特征

应 力 波形 自相 似性 理论结果 应力波在传播过程中保持自相似
,

用峰值参数无

量纲化后
,

仅是单变数 全一 。。了 的函数 经验 目前未见到系统整理资料
,

但有越远
厂 越大

,

波拖得越长 越 长 的直观概念

波形 理论结果 应力波形在峰值邻域总是随时间衰减的
,

而且是下凸的
,

在

子 了, 的阶段
,

波形与三角型和指数型都接近 在 了 了
,
的阶段

,

波形比三角形拖得

长
,

与指数型接近 经验 根据文献 〔 的整理
,

波形为三角形 根据其他人的整理
,

波

形有斜线上升前沿
,

峰值后按指数衰减

走时和半衰期 的关 系 理论结果 了
, 一 厂

,

数例见表 经验 据文献
。

矛 一
,

矛上升 一 了 一 一 对于三角波
,

半衰期 从峰值 算起

子
、

全 一 了上 、

表 无量纲半衰期

一一 厂一几
、

。。

⋯
、从从从

邝邝邝 苏 斗 〔〕 〕

苏 斗 弓 斗

一、

理二一眺

注 括弧内数字是相应的 值

峰值衰减规律

理论和经验的峰值衰减规律如下

经 验

悉
一 元。

当
’

压 力 是
‘一 反。

戒粤
‘

径向质点速度
汐

附 左,

‘套

元一 丫
’

一 虱
。

罕犷

声

扫

〔 绍

论
。 一

吧飞
一

吧丫
尹

衅丫

径向加速度
万价才 二 了环 丫

一

曰

—
一 入 。

—乙 ,

一 奥 去
‘ ,

、
“

一 卜一 卜 引瓦
、沙

‘ “
。

凡︷阔一一
一式中 。 为纵波速变

,

由此看出
,

若取 。 , ,

对于应力
、

应变
、

质点速度
、

加速度等参数的峰值
,

理论公式

和经验公式的数学形式都是一致的 为了能够从理论上顶测峰值的衰减规律
,

必须预先
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第 期 白以龙 应力波在线性磁滞体中的衰减 斗

知道 衰减指数
, , ,

几
,

, 及 等六个参数 后五个都是介质常数 因为
,

所以

下面做个简单的比较 取 全, 一
,

按照图 和公式 。 ,

得到表

户

表 一

。 ”
·

‘

⋯
‘

·

”

阵一竺一一一
。

【
。

我们还可根据文献【 给的经验数据来反算参数
,

和 了 例如对凝灰岩 文献

给出 又
。

一 斗 ,

叉 , 一
,

代人式 , 最后一式
,

便可得到

一

一
乙 饥

又 」
一 。

一
二 , 月

二

—
,

·

任 , 义

据此
,

按文献 「 给出的 矛, 可能偏大

另外
,

根据某些水工岩体性质资料估算
,

对于不同的岩石
,

随破碎程度不同
,

值在

一 之间变化

六
、

结 束 语

根据本文对应力波在岩石中传播衰减的物理分析
,

认为岩石的磁滞性是造成应力波

衰减的主要机制 在线性磁滞体的简单模型下
,

用拉氏变换和渐近展开的方法
,

得到了应

力波传播的解析解 对于以 户 厂‘
方式传播的球对称应力波

,

得到了极简单的解析形式

特解 对此特解的特性做了分析
,

并与已经积累的一些经验结果和事实做了比较 从比

较中看到
,

尽管在分析计算中采用了非常粗糙的假定
,

但解析结果却与大量的经验结果和

事实有相当好的一致性
,

以统一的方式解释和表达了这些经验事实和规律 无量纲的主

定参数却只有二个
,

即 和 或 为确定具体的有量纲形式结果
,

只需预知四个参数

丙
, , ‘ 。及 肠 ‘ ,

便够了

下面对高压区做个量纲分析来判断参数 口的可能行为 假设高压区是受由

曲线确定的 让 状态方程支配的
,

并且对爆源只考虑当量
,

先不考虑品种

根据量纲分析
,

现象的特征时间常数
二 , , ,

口 一一二二 一 了‘ 了 , 儿 , 甲, 二二二
”

伴
人,

式中 丫是 吐 系数
, 又是击波线性律常数

在 , 。

处
,

高
、

低压区的时间常数应该相等
,

于是有
。 亡 , , , 。

、
夕

一

二二下 一 气了 , 儿 , 一一万二

沙“ 。

甲
工‘ 。

弓

由于 九 评
’

是介质参数
,

所以 也应当是与当量无关的介质参数 这样
,

在给定的当

量下
,

整个波传播的基本特性便由几个介质特性参数完全控制了
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由于本文是对岩体中应力波的衰减机制做简化的物理模型分析
,

因此
,

存在一些由于

简化而带来的缺陷 如它不能反映应力波的上升过程
,

没有考虑强度影响以及磁滞回线

中的 卸载段造成的变形恢复等 这些有待于进一步完善计算的物理模型来改进

飞

」

〔 」
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