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提 要

本文从杜庆华〔」一 各向同性线性理论出发
, 经过变换把基本方程简化为相当

于一个单层薄板的方程和三个弹性地基上的薄膜方程 指出了杜庆华舰 。。各向同性线

性理论与 和 理论之间的主耍差别必为相差一个或两个弹性地基上的薄膜

方程 导出了均布载荷和集中载荷作用下四边简支板挠度的近似公式
,

井按几种理论进行了

分析比较 此外
,

提出了 年 型线性理论有关挠度的边界条件 在夹层板的合成
内力的计算中

, 发现弯姐与单层板的弯矩相同

有关夹层板方面的著作
, ‘〕曾作了综合的评述 文献〔 」中有供工程设计人

员进行三层板壳计算的部分公式和曲线 在以松软材料为夹心的夹层板计算中
,

通常都

忽略了夹心中平行于表板的应力 关于夹层板的理论有文献 臼一 等 但是
,

过去的著

作很少论及各种夹层板理论的适用范围 抑 曹应用量级估计的方法粗略地分析

了三层板壳的适用范围
。

由于夹层板的参数很多
,

问题较复杂
,

因此
,

简化计算和了解各

种理论在不同参数和载荷形式下的适用范围
,

是一个很重要的问题 如果不考虑表板的

非线性因素和夹心各向异性的特征
,

则上述几种夹层板理论的实质上的差别
,

将主要是考

虑或不考虑表板杭弯刚度和夹心的横向压缩性

一
、

基本方程的筒化

一 基 本 方 程

考虑图 所示夹层板在反对称变形时的横向弯曲问题
,

边长为
, ,

表板厚度为 , ,

夹心厚度为 人 引用文献【 〕的线性理论
,

表板平衡方程为

、

⋯
价一

‘

卫匕
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一一
全一十

二

劣
里丛‘
口
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口 , 嘴 口 ,,

口口

花花
翻翻

应力应变关系为

口 口留

。

一

念从一叽 ’
·

一

念 一
·

,
·

一
一

口一
一

丝 一
,卫丝一

口

留
一

, 二 二二‘ ,
‘
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,

、、声、、

,飞一,飞一为口一口口一

一二口口一口以

。
。

一 丈少八 甲罗 丁 州卜 公’

‘

一
, ‘

一 ,

斋
夹心方程为

旦卫兰

口
旦卫艺 , 。 。 ,

一左业左
、、

二

, ‘

瓮
一
普备

,

瓮
一
普晋

,

丛一一

其中
, 二

、 ,

—又
一

二一 , ,
、 ,

一 戈
, 一 万 , 一 , ,

、 ,

—又
二 , 一 。一 为上下

表板薄膜力差的一半
, 二

, , , , 、 , ,

—又 卞 一 ,

一 材 , 一 , 二 ,

, ,

—气

一 为上下 表 板弯 矩 和 的 一半
, “ 一 上

“ 、 一 。一
, 。 一
韶、一 ,

, 留

三 留十 留一 为位移
,

下标 十 与 一 分别表示属于上
、

下表板的量 上表板是指 方

向的表板
, , ,

为表板的

夹心中各点的挠度 为

比
、

弯曲刚度和弹性模量

了
‘

扩 、
一 留 一 龟 一

一气一 留 ,

‘

其中 斌 。 一 哟
, 。。为夹心中面的挠度

将方程
, ,

合井并简化
,

可得以
, , , 留 。 斌 为参数的基本方程

「“

一 行 —
口留

‘

十

一 一口
。。

’

了 五 , 。 二
, 、

— —
一

一一
月一 不 矛二 ,介二 “ 「

」 一 鲜
‘

一

少

忿 妙

一 谚

、 。

呀

—
一’

‘

一 ,
子

口留

口

尸 , , 。

一丁甲一一 一万了 十 行产
又 一 梦夕 口

、宜竺
刁 月勺‘夕

,

‘

、、

一
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,
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与文献 「 类似
,

可得

、

、、、兑︺︸橄
,

一 讨

二 二 二 。、一 。
,

一

、了

留行
‘ 龟—户 一 川

‘

十 —人

, ,

一

甲 一 丁一 二于甲
。

由式 解出
‘。‘ ,

代入方程 匀的后两式
,

井注意到式
。

可得

卜
十

合 劲死舟衍 侧
留

六 韵恶
创“ 一号

一 “ ,

卜
‘了皇孚冉尝兴命侧
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学
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引进函数 中
,
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, 五 , 刃 , 五 , 。 万
,

一 丁 歹

卜 一
又丁 一

——
一二一 一
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留

又 一 , 李
二

又 一 二季 」

使得

一

上 止生组
‘

侧 一一些互二一 创
‘

一 ,夕 仁 一 ”夕
中 ,

中

、卫

甲一

则方程 可化为

人 刀
弓 万 只牙丁一 花 二于 甲

乙

乙行‘ 乙又 一 , 歹少

五

斗 五 一 , 圣
一

厂甚
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人 五‘
才少

一
万 仁 一

,

夕

, 二 人 五 ,

一

岁 一 口 —

—
‘

一 可

、
。

「 十 人丫万月
‘

望 卞 ‘ 刀 十 , 七 , 一一‘二丁‘
’

望一穿 口
。

少
又 一 笋

方程 的函数 巾
,

可由几个画数的组合求得
, 一 ‘ 十

箭的始蛤 甄
其中 叭

,

价 , , 中 分别满足下列方程

必。 一
,

甲 毋 一 心少
, 孔

甲 毋 一 书必 一 叽吼

在以上各式中
,

有

一

斗

刁 万于下二
, 。 ,

肠厂万
心 一 一 洲一一 刀

,

徽一一十对一一 。
, 叹

斗 斗

‘ 一 , ,

为
二

厂
‘ ,

人丫
一

—
上叶一 , 屯上十 一 」

乙

丫
一典 几
召
乙 」

。 二子

人万厂万艺 、 一 一 万斗

一共 凡
五
石 」

一

一

— —万

百

,

令
,

一

小
‘

一

令」
,

了去一力今︸一
,呀,上︸

矛子七

一一

这样我们就把夹层板的基本方程 转换为相当于一个单层板的弯曲方程 斗 和三

个弹性地基 的薄膜方程 约
,

和 挠度 留和位移函数 可通过 么
, ,

小 和 必 来

表示
即 一

卜
一 ‘

芍示解卜一 什钉纷叭
、
﹄

、、上,上,自气吸

「 五 、
八 十 十 十 甲尸

左 乙

户 一 十 一

一
左
‘

「 、
一

飞 了
甲 巾。

一
中 十叭

」

现在考虑简支边界条件 例如
,

在边界上 一
。

处
,

边界条件为

川 一 。 留
‘ , 二

一
, 夕 一

, 二

用代入法不难验证
,

边界条件 可改写为

毋。 甲 中。一
,

中 一 小

二 几个特殊情况

忽略表板抗弯刚度和夹心的横向压缩性

这种情况相当于文献【 类型的理论 在本间题中式 可简化为

, 乃 五 ,

一 ,笋
刘中 一 二 一 。

,

简支边界条件为
甲 中

公式 飞 化为
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中
飞三

一卫生一 甲
。

一 刀
仁 人
上一 —拼

文献 已把 理论对四边简支问题的解答化为

八
留 一 气 一 一

一 田 ,

其中
,

刀 分别为 理论中的剪切刚度和抗弯刚度
, 田满足下列方程

甲 田
,

在边界上 。 一 护。 一

比较公式 和
,

不难看出
,

公式为本文的一个特殊情况 由此可在本

文理论范围内求得 公式的两个系数的计算值
百 , ‘ 乃

一 二圣

人

人

斗

在许多文献中刚度取法不一
,

从本文看出
, ,

取成式 〔 是恰当的
,

这与文献 〔 中

的表达式是一致的

忽略表板抗弯刚度

这种情况相当于文献〔们类型的线性理论 在这种情况下
,

式 可化为

人

一 , ,

爹
,中 多

由表板 才 向平衡和夹心的 君 向平衡可以看出
, 。二 或广义位移 矿 可以 由 方 程 的 解

出
,

挠度参数少了一个
,

边界条件 。 一 。和 斌 一 。就不能得到严格保证 我们在这里引

进了折合位移的概念
,

近似地认为剪力不做功
,

这时有

。
, 丁 , , , , 。

“人卜 十 下 艺 二伴 卞 留一甘 一 一
。

立

经某些变换以后
。

简支边界条件为

在
二 一 。

, 。处
, 。 一 。

,

亚 一
。

, ,

一 。
,

。 一 留
,

, 二、
、 人

再经过一些变换井注意到式
,

边界条件 可化为有关 中的边界条件

一
, 召 处

·
, 一 , 啊 一 , 留争不琴下万‘ 十 一左

这个边界条件在文献 「们 中没有提及 如果要写出的话
,

与挠度有关的边界条件也应与上

式类似

挠度公式 化为

。 一 一上 一兰互匕铲
。。 一一一鱼乙一

、

,

一 川 」 “ 一 、‘
‘力 十 一滩

其中 川
。是相应于抗弯刚度为

。 一
‘ 左 百

一 二
的单层板的挠度
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三 合 成 弯 矩

夹层板的合成弯矩由表板的弯矩和表板内平行于板向的力构成的弯矩组成
,

由 下式

、、

⋯
卜

⋯
‘

一
勺一

,

厂日︸日

表出

梦一 、
二一 十 , 十 人 夕

、

一 一 ‘十 乃 下二兰气了
一

,

井

五

口
十 万

一 岛 , , 人 , 刀 ,

一
,
圣

‘ , 。
吸

—
叶

,

厂子

—刃艺

了 之巾
一 屯尸丁一丁 月‘ 妙

乙

口 巾。

口夕

一 “
· 。’

梦 对
, 十 , 一 , 人 , 一 , 。 ,

材九一
二 , 、 对

、 一 ‘ 人 万 , 一 , 。 ,

其中 萝
。

材乡
, 耐九是合成弯矩

。

材
二 。 ,

材 , 。 , 二 , 。

合成弯矩与相应的单层板中的弯矩相同

是单层板的弯矩 因此本间题的

二
、

四边筒支矩形火层板在均匀载荷作用
一

「的变形

文献 日 和 」曾经应用双重级数求得了四边简支夹层板挠度公式的解答
,

但是没

有考虑夹心横向压缩性这一因素
,

所得公式比较繁
,

计算工作量较大
,

各个因素的作用也

不易看清 本节将从简化公式着手来考虑夹层板的挠度间题

一 忽略夹心的压精性时的变形

考虑如图 所不的夹层板
,

板面上受均布载荷 的作用 这时 中的解答为
、

、
‘

、夕、、,
了

工,、七忆
,

工 十 矛
一
甄 小‘ ’

、

一一小

其中 矽
。,

巾 , 分别满足下列方程

在边界

甲 中、, 一 宁
,

中。 一 甲 必。一

、胜

,

︷下勺

一岸
‘甲 中 , 一 尽中

、一 一

在边界 」 巾

方程 为一弹性地基上的薄膜问题
,

可采用与文献 斗 类似的处理方法
,

也就是在考虑
刃 边界附近的挠度时

,

把其它三条边推向无穷远 这样
,

方程 就化为下列间题

中 , 一 衬小 一
友

处
尤 一 处

必 一
,

中 有限

在在

方程 劝的解答为

。, 一牛 一 。一
·

交
”

少
劝
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式 钓表示的 小 的近似程度是很好的
,

当 如 时
。

与精确解相比误差小于 呱

这样
,

式 第一式便化为
一

卜
一 ‘

芍汁
饥一

‘

芍念
‘

一
妙

式中
,

与 一友‘ 有关的最后一项是与边界效应有关的量
,

它与 相比通常小得很多

在考虑板中间部分挠度时
,

可忽略此项 因此式 的可化为
留 一

卜
一 ‘

钉分
甄 一 ‘

钉称
于是

,

求中点的挠度用式
,

求边界附近的侥度则用式

二 一般情况下的变形公式

四边简支夹层板在一般情况下的基本方程和边界条件为式
。 ,

和

仿照上节的办法
,

挠度的近似公式可表示为
川 一

卜
一 ‘

芍护」
甄 一 , ‘

芍 箭
一切 箭

一娜 刽箭
一

刹

。 一

卜
一 ‘ 十

芍护」蛤
, ‘

钉 会
一

刹芬
求解边界附近的挠度用式

,

计算中点附近的挠度则用式

例 计算正方板中点的最大挠度 由文献 「刘可得

甲 中。
一 材

二 ,
·

十 二 ,

。。 一 。。。 琪 一
。。、 丛

刀 。

刀

牛

代入式
,

可得四边简支正方形夹层板中点的挠度公式为

—
入

一 夕 一 亡尹 十 多, 一十 , ,一 州 , 斗

“
’

其中 。 一 。 为整体杭弯刚度
,

哟
, 一 十 二丫共 为由于夹心具有 有 限 剪

方
‘

切刚度而产生的挠度
·
川 一 ‘

钉命
“ ‘

帅考虑夹心的横向压靴而 产 生 的
挠度

· 拟 一 , ‘

芍翻
’ 火 ,

劫考虑表板抗弯作用而产生的挠度
,

刀

召

动五
斗

乃五

·’ ·
‘

一 , , 令
”

以‘ 一 对’ 邵
计算表明

,

在参数值相当大的范围内
。

考虑了表板抗弯刚度和横向夹心压缩性后产生

的挠度附加项是可以忽略的
,

通常误差小于 当表板相对于夹心的模量此较小时
,

表

板抗弯刚度和横向夹心压缩性这两个因素对挠度的作用虽然逐渐显著
,

但在通常情况下

所占的比重仍然很小
,

可以忽略
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三 内 力 表 示 式

中心附近表板的弯矩
、

⋯
于

、
、 、

,

一
,

全业 十
, , ,

全竺、一
乙 ‘ 艺

二 ‘〕,、
、

甲

、矛一
下

人一一
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︸

一

们
, 。 ,
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“ 升 “ ,
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十 “

一兀双万育卜

了 乃
‘气十 丁夕

乙

、
,

⋯
了‘,

‘
、

冷

戈 丁
, ,

甲
凌

左

边缘附近的弯矩

二

十
二一 一

二 ,

左 , , 、 ,

—
上 一 上 十 一 丁丁

一

气 二

儿 “ 冷
‘ 」

、十 ”铲十刘
人 , ‘

⋯
二 、

“ ‘戈‘ 于
‘ 一友“ 十 一友, ‘ ·

「
二

几全
,

二
‘

十 了边 。

——
—

八 左 、“

气工 十 丁少

左丫

气 十 丁

对

·少。 十

。了

今
’一 、

一
、之。

一
,

厂飞

,

甲

、
了左︹︹

门一几叹

、、

一

「
,

似
, , 小 十 。 一

—
上 一

左 、艺

’ 一卜 ”气
土 十 万少

角点附近的扭矩
口 。

似 十 , 一 一 乙刀八 土 一 ”‘ , 石要石歹一
一 』 、

左、
。 , ,

——
」一 乃 气上 十 一 下

一

又 洲加 一
左

‘ 子 左
‘ 」

, 十 ”以十刘

日 一

口 口

、

厂 左丫 少
一 “ ,〔‘一 ”‘ 又,

一

亏少石妥可 咬
‘ 了, ·

一甲佘于
〔
〔‘“之 一 尺

。

“ · ’
,

“

习布一
“ ⋯

斗

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



期 柳春图 夹层板方程的变换和四边简支矩形夹层板的变形问题

护 里兰
叫

口 口 叮

下导一 、、
。

、, 一 , 、
。 , ,

‘

、

—一 。斗

其中 和 为修正的 函数

三
、

四边筒支矩形夹层板在集中载荷作用下的变形

在集中载荷作用的情况下计算作用点的挠度时
, 由于相应于单 层板 的 剪切挠 度项

少。趋于无穷
,

按文献 进行计算是不合理的 文献 「 和 〔 是根据文献【 类型的

理论用重级数方法进行计算的
,

其中忽略了夹心的横向压缩性 本文则根据前面得到的

简化方程求得了一个近似计算公式
,

并分析了夹心的横向压缩性对挠度的影响

一 忽略横向夹心压缩性

考虑如图 所示的夹层板在集中力作用下的挠度 基本方程为

‘

、
护、一、︸几

、产‘、

在边界上

斗中。 ,

中。一 甲 中。 一

甲 中 , 一 犷中 一
刀左

,

在边界上

挠度的公式为
。 一

卜
一 工

令
’

箭
甲 , 。一 ‘

今”
·

其中 是作用在以点 为中心
, ‘ 为半径的小圆面积

上的均布载荷
。

集中力 尸 一 , ‘

式 为单层板受集中载荷作用时的方程 求解

方程 仍仿照均布载荷情况的做法进行

集中力作用在板中心附近

我们考虑把四个边界推向无穷远处的情形作为我

们的近似解 式 的解为

。。

一

尸

, 左

。

及
,

其中
。
为零阶修正 函数

集中力作用在边界附近

可采用熟知的反映法求得

尸

二友

。 友 , 一 尺。 反, ,
斗

其中 和 如图 所示
,

分别为所求点 到作用点 和点 到点 一 之间的距离

集中力作用在角点附近

。, 一 不早不 、
。
、犷 、。 。 一 、

。

、
· 一 二。 ,

,

乙 兀代

弓
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其中 ,
·

, , , , , , 和 如图 沂示
。

分别为所求点到各集中力作用点的距离

现在求集中力作用在板中心区域的挠度近似公式 将式 代入式
,

可得
‘,

一

卜
一 ‘

今
’

箭
甲

」
沪咬〕一 ‘

今 , 反

。
左

,

对于集中 力作用点处的挠度
,

还需把式 弓 加以变换 利用文献 「刘第五章的办法
,

可将 侧必
。

展开
,

再将
。

在 、 一 处渐近展开
,

可求得作用在矩形板对称轴 卜集中 力附近

的挠度近似公式为
儿 、“

, “

‘少 一 甲 。 十 十 一 , 一一一二 一叮 友
‘ ￡ 叮

叫 了 丫
,

二
‘弓丫十

其中 为作用点的 坐标
,

常数 丫 , ,

为 可由文献 刘 的表 查得
,

, 与精确解相比
,

在通常参数范围内误差小于 多

二 一 般 十寿况

与上节类似
,

可以求得对称轴 上作用点附近的挠度近似公式为

当兰 一 时
,

弓 式

么 、

价噜
一 ’

众
守百

。

—
— 寸

一

了 丫

,
了

‘多毛一居

、 , 理 ,

三 —一
, 、、

八 乃、, 尸 卜 号石
夕

一

哟
,

十 十 一 叮一二二不

—汀 少左
‘ 叮

力 了

,
十 丫 十

寸一卫一里一 二
刀

、 万 一 一

二飞 皿 科
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其中 ,
·

, , , , , , 和 如图 沂示
。

分别为所求点到各集中力作用点的距离

现在求集中力作用在板中心区域的挠度近似公式 将式 代入式
,

可得
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卜
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今
’

箭
甲

」
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今 , 反

。
左

,

对于集中 力作用点处的挠度
,

还需把式 弓 加以变换 利用文献 「刘第五章的办法
,

可将 侧必
。

展开
,

再将
。

在 、 一 处渐近展开
,

可求得作用在矩形板对称轴 卜集中 力附近

的挠度近似公式为
儿 、“

, “

‘少 一 甲 。 十 十 一 , 一一一二 一叮 友
‘ ￡ 叮

叫 了 丫
,

二
‘弓丫十

其中 为作用点的 坐标
,

常数 丫 , ,

为 可由文献 刘 的表 查得
,

, 与精确解相比
,

在通常参数范围内误差小于 多

二 一 般 十寿况

与上节类似
,

可以求得对称轴 上作用点附近的挠度近似公式为

当兰 一 时
,

弓 式

么 、

价噜
一 ’

众
守百

。

—
— 寸

一

了 丫

,
了

‘多毛一居

、 , 理 ,

三 —一
, 、、

八 乃、, 尸 卜 号石
夕

一

哟
,

十 十 一 叮一二二不

—汀 少左
‘ 叮

力 了

,
十 丫 十

寸一卫一里一 二
刀

、 万 一 一
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一

一
一 ‘

一

一一
一 一一

一

一
一

、

一 一
一

者增大时侥度减小更为显著

大

在模量和
‘ 不变的情况下

,

挠度值随着 ‘ 的增大而增

忽略夹心的横向压缩性对挠度的影响随着 城 , 的增大而增大
,

随着 护 扩 的

增大而诚小
,

随着 耐‘的增大而增大 当 注扩 护 时
,

在表中的参数范围内
,

两者的误

差较小
,

而当 扩 尹 护时
,

误差就大大增加
,

在表中参数范围内最大误差超过

因此
,

在进行集中载荷计算时
,

夹心的横向压缩性通常并不是可以忽略的 在实际应用时
,

对于受集中载荷的板件
,

可能要有局部的加弦
,

但是本文定性的结论仍是适川的

四
、

儿 点 精 谕

杜庆华一 各向同性线性理论的基本方程可简化为一个单层板的方程和三

个弹性地基上的薄膜方程

杜庆华一 二 各向同性线性理论与 类型理论相差一个弹性地基上的薄膜

方程
,

与 类型理论相差两个弹性地基上的薄膜方程

对于四边简支
、

受均匀载荷方板的最大挠度
,

求得了一个简单实用的分析表达式
,

由此可以清楚地看出夹层板各个因素的作用 可以看出
。

在这种情况下
,

按
、

理论进行计算却可 在集中载荷的情况下
。

按 理论进行计算是不够的
,

本文给出了

一个实用而可靠的近似计算公式

本文给出了 年 理论中有关挠度边界条件的正确提祛和讨论了
。斗

年 、 理论中的杭弯刚度和剪切刚度的算式

本文是在胡海昌同志的指导下完成的
,

谨此致谢
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