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一
、

引 言

月 在专著 「 中提出了半有矩柱形壳的理渝 他作了假敲 忽略壁的

纵向杭弯和杭扭能力 忽略壁在横向的伸缩应变和中 曲面的剪切应变
,

推得了基本方

程

塑迹王 口 一 尸

二

刀 , 一 里 口恤
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其中
、万、,了‘子气巫 一

了
兰
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乃
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一 —

、八

—
,

飞

—
、 —二 一 , ,

口了 口 了 口了

而
左

一二
其他的一些内力和位移 可 由下列方程推求

、
胜‘孟,

⋯⋯
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一一
孤一价
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一
石 二二

一 — —己君

留

之

一

‘

— — 找

—
,

口产
一

了 口 , 、
,
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一

一 一 — —一 性 找

— — —
,

了 口, 口了 」

“

一
”

豁
,

夕 一

肇一
,

一
“

肇
一 “

一翻
,

瓮
一

奇
“

令卜食肇
一
耐箭

“ 岛卜 奇
“

瓮 剖

斗

年 月 日收到
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了 期 疑万腮 飘向无弯矩柱形壳体按截面展开成本征函数的极数的解法

斜对这些方程
,

提 出在 。 方向按横向振动梁的本征函数展开而求解的方

法

但这种解法有其不方便之处 在集中力作用或在支座附近的情形下必填取很多项才

能把桔果算准 在 “ 方向支承情况比较复杂时
,

例如对速擅几跨壳体
,

这种解法就更不方

便 了 因此本文打算用按截面展开成本征函数的极数的方法来解这些方程
,

从而把这个

方法应用于考虑横截面变形的薄壁杆件理渝

应当指出
,

在横截面不可变形的假毅下
,

考虑中曲面剪应变的薄壁杆件理渝中
,

也有

按横截面的本征函数展开的方法

二
、

横截面上的本微函数

考虑方程 的齐次方程

里竺些
口之

夕

口 , 一 二 对
君

、、

一一一一

现在用分离变数法来解这对方程 合
‘ 。 , , 一 刀 , ‘ , , ,

之 , , 一 汪 , 君 。 , ,

并代入方程 弓 ,

得

万‘沪
,

口
,

刀 ,

口‘ , ,

一 —双 邓 ”

一
,

一
,

式中的撇号代表对 二 的微商 于是可得

万 口。
,

, ‘沪

万 口口 ,

五
”

一 从 , ,

一 又蕊

因 丝 和 丝 只是 。

。 ,

的函数
,

而 夕望二 和 玉竺
丝

,

万
刀

只是 的函数
,

故 心 、和 双 都只是常数
,

井且只要在
,

或
,

前乘以适当的常数就可使

疏 一 又讥

这样
,

以后就只写 双 而对 硫 和 此 不加区分 于是得

万一 双
,

万十 双
,

,

一

尸
一卜 戏

,

一
,

梦 又轰
。

以及

口
,

服么
,

一一牌
一夕‘ ,

双
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卷一
。

一
一边界条件如下 在

, 一 。 及 , 一 处有
二 二

夕 一

阳 一

一

,

一
,

夕 一

材 二二

,

,一到

用 成 ,

和 。
。

来表示
,

二、

了
止乏又

一 二一一 找
了 、

,

万或或或或

了

一厅跳一。

一
,

力在
八

口了 些了

旦竺竺 一 。

‘ 。

、

—
砚八

—了 口了艺

一 加 。

飞沁
一 二一 一

口了

‘ 。

,

十 — —尺 口了

一
,

,均

一 或
。

在横截面周筱阴合的锡合下
,

边界条件就成为这八个量都是周期的条件

方程 是对弧长 的两个四阶齐次微分方程
,

故有八个积分常数 现在正好有八个

边界条件
,

故当 双 为任意值时
,

只有恒等
一

于雾的解 只对一些特殊的 双
,

方程 及

边界条件才有不等于零的解 这些 溉 称为本征值
,

相应的函数 ‘ 。

和
。 ,

就称为本

征函数

现在来找 出本征函数之简的正交关系式 若 ‘ 和 、 , , 为相应于 对 的本征函

数
,

则

热。 、
邓氏几 一 。,

夕 , , 一

、 对里
, 。 一 。

一

将 乘以 , 。 ,

乘以 , 再相减
,

得
又二一 对》‘ ”‘ ,

一
。

口 一 氏口。
二

将 乘以
, ,

的 乘以 。 ,
井相减

,

得

久二
, , 、

人万少 —
, 那 。

夕‘ , 一 口‘ 。

把这两式相加
,

井对整个截面的弧长积分
,

得

叫 一 动
‘ 左

幼 旦
,

、
、

口

一 , , ,

。水 艺

一
“ , · “· 阴 ·

“口

一
”脚 · 二

利用分部积分法
,

再注意边界条件 或周期条件
,

可知 式的右边为零
,

故征得
、么 , ,

里 声
,

、
浮, 一 。 ,

当 又 、 又 时

口

叮以敲明
,

双 必定是卖数
,

这始因 为
‘ 、。

二 一卜 里
。

夙
,

、
、

、
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踵万腮 飘向无弯矩柱形壳体按截面展开成本征函数的极数的解法

之故 其次
,

若 双 是本征值
,

一 双 也是本征值

少一刀

一 口 ” , 一 。

相应的本征函数为

这只要 由 就可看出 因 双 笋 时 从 和 一 双

立
,

千是得

切
万 ,

互不相等
,

故正交关系式 应当成

‘ , 人、 一 ‘

二 斌 己、 ,

当 、 。 时

刀

斗

同样
,

当 溉 笋 士 对 时还应当有正交关系式

“
、
幼 一 旦 严

,

、一
。 口

把这个方程与 联立
,

可知
, 一‘“一

’

‘

丁 了 一
口

当 又 一‘ 日寸
·

·

弓

况在来靓明本征植 双 的意义 方程 是常系数拔性微分方程
, ‘一

乞与弹性地基 仁梁

的方程一样 一脱 片有 斗个根
‘

《六 方卜
·

介
一

方
,

‘
,

一

六
、

方卜
一

六
一

六
合 热

,

一 鱿 丫百
,

于是
,

的 和
。

的 的解为

刀
。

一 , 。“ ”宕 。。 。刀 严 ”之 。 。 。二 一产 ”‘ 。 , 。 , , 。 、
一 。一严 ”‘ 。 。 。。二 ,

才
,

一 己拜 ”汀 。 。 , 。 一 。“ ”穷 。 。 。二 一产 ”穷 。。。。。 。 一 一阵 ”忿 , 。 。”二

对于只在端部受力的无限长杆件来观
,

只用包合系数 和 、的二个解 杆件在 。 处
,

因为在无穷远处应力应当为零 于是 ”。

的意义郎是靓明应力衰诚的快慢 对整个杆件

来税
, 拜。

大时 自相平衡的局部载荷只产生局部的影响
,

可以适用 原理

方程 有一个特殊的本征值
,

郎当 , 和 一 完全 自由时
,

又
。

一 。 是一个本

征值 此时相应的本征函数为

‘ 一
,

‘ 一 、 ,

‘ 一 夕 ,

‘ 。 , ,

一一一一

一一一一

四对 这只要把
’

它 代入方程 就可得到脸就 这四个本征应力状态相应于薄壁杆件

理渝中的均匀拉伸
,

二个方向的弯 曲
,

以及双力矩这些应力状态 朋 在 「
,

日 中荻明了薄壁杆件理渝相当于横截面刚度趋于无限大时的情况
,

而本文的砚法则较为

一般

相应于 的本征应力状态
,

方程 成为

注 , 刀

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



丁 力 学 学 报
‘

亏 卷

因
,

所以在 目前这种情况下 是不起作用的
,

可以不去管它 的方程在均匀拉伸

与弯曲时与薄壁杆件的方程一样
,

相应于双力矩的则少了 的一项 这是因 为华一项

是截面上沿壁厚剪应力分布不均匀而产生的扭矩
, ‘

艺在撇向无弯矩壳体理渝中本来就是

被忽略的 双力矩的应力状态因为相应于 肛 一 。,

故不能适用 原理

当洽一条边为敛支时
,

例如 一 。 时
, 。 一 。 一

,

而另一 条边 为 自 由 此时

久一 也是本征值
。

相应的本征面数为

‘ 一
, 阴 一

‘ 一 。。 , ,

一 。,

其中 峋 , 是以 , 一 。点为中心的扇形面积的二倍 关于这点
,

只要把它们代入方程

和相应的边界条件
,

就可得到输敲

一般税来
,

当刚性的横截面有 自由度时
。

总有相应于 又一 的本征应力状态

由此知道
,

薄壁杆件的理渝只是相应于本征值为零的情况
,

而把本征值不等于零的应

力状态忽略了 这只有在杆件横截面抗变形的刚度跟整个杆件的抗弯和抗扯刚度相比是

很大时才正确
,

只有在

, ,

和
。 ,

, ,

形

—
叹万、

—
时才行

,

其中 指杆件在 ‘ 方向的长度
,

而 代表

三
、

变 分 原 理

方程 是两个四阶微分方程的联合
,

有八个积分常数
,

要求一个准确的本征解是很

繁的 变分原理可以帮助我们求 出近似的本征值和本征函数

将方程
。、乘以 肪

, ,

乘以 占 。 ,

相加后再对
了 进行积分

,

得
, 。

仃
,

。

、
, , 、 。 。 。 。 、 , ‘ 、

林 、 左‘ 。 。氏 十 丁 叨
。 。

“ 十 、口才 。 。 。

寸 “ 洲“ 。 一 、
一

,

少

利用分部积分法
,

得

伽沁沁 一

「景
“

令
十

青
十 尺

鲁
“

争
、

“‘ ·
“ 沁 丸景

“

餐
一

青
一 一 二

今
一

“

令

, 。 八
、 。

—
生 ,

一 找
口了

全竺竺 。口引
‘

口了 口了 」

外二 。

鱼
一

、
了 口了

毖了 ,

丛击一 旦全生
‘“

,杏
刀

、

一刃一
︸

一、
‘

大一﹃了
一石︹一‘

民 二
。

、
了

一 一 艺 一一 一 瑟了 ,

尺 了 了

于是得

扮巫山
、

、八纸一氏一
、

‘ 。

入 —二立 二

‘轰左 刃 晃
了 口了

刀 , , ,

了

才、

公

‘卜几口︸‘、

占

「了 。
。

月 曰

—
戈

—
犷

口了 口了乙

十
一

巫 、。, 。

一 旦之些 。

了 尹
一

口 , 才

︸一一︸

飞
月仍占

一 燮竺生 。旦些
口了 口了

、

。民
, ,

八 一 一 二 月一

口了 器
在力的边界条件 下

,

变分时在边界 匕应当使条件
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期 掀万耙 触向无弯矩柱形壳体按截面展开成本征函数的极数的解法

占。
。

一 承 占
‘

水
。

口了

得到满足
,

而
,

的变分 不受任何限制
一 ‘ , 二 。 一

,

一
‘ ,

田 ‘ , 干日 二 二 创 土二窗屯
夕

任刊 尹
口了

其他两个力的

边界条件自然而然地就得到满足 在位移的边界条件下
,

变分时在边界上应当合
,

, ,

口‘ ”

。

一 不 二丁 ,

了

一
, , , ‘

一
,一 卜 , 。 二 ,

、
, 、 那 。

一
、 ,

目
, 二‘ 一

,

一
,

日 。 只臼门义叉飞士飞叮 狠币巧 个卜 , 任 。 牛日 一二 一 上 ,卫歹卜」二廿习 士泪屯任川 洲
了

的边界条件也 自然得到满足 于是变分方程

其他两个位移

。

粤粤
一 丢拳禁 十兰李立 淤坐鱼、一 。

‘ ‘ 了 卫戈 口 ‘ 石 乙乙产

及相应的条件 或 功就跟方程 和边界条件相抵 关于这一点
,

只要把刚才的推导

过程倒过来就可靓实 式也可以写成

久轰
巫亚、
口了 口 ,

竺里卫竺 一 生 旦三卫里竺竺

口口了 口, 了 了了

‘ 口卿

口了 口,

「了‘认
龟 二 艺 于

这个变分式视明
,

本征值 从 和相应的本征应力状态可以用
一

法求出

四
、

相 应 的 位 移

由中曲面剪应变为零和横向弧楼不可压精的假袭

一 巫 鱼 一
了 二

一 旦竺 一 竺 一 。

己了

知道有位移函数 。 , 了
存在

,

使

口 一 口
夕 一 —

一

—
剑尹

一 — 卫戈

—口了 “

口
’

。 一
,

二 一 。
二 一 , 。 ,

一
, , , 二 , 、 ,

田巡 刀越义大尔 ‘ 一 乙 一又 , 下 川 习 侍相皿寸
’

不仕凰刀状态阴 厂 刀
忿‘

一
、、

厂 , 气万 , 了户 一 丁

五

才
, 二

, , ,

弓

由此就可求得相应的位移

五
、

利用本微函数的展开式求解

在第二节中已征明了本征函数 , 。

习 的正交性
,

利用 与〔 中完全相似的方法可征明

在截面上任一函数按 几
了

展开的可能 况在就应用这个展开来求解方程 探尉这

个固题以能量法为最方便 把
二 , 、

展开为

二 ,

艺
, 君 ‘ 。 ,

杆件的应变能为

。 一 “

塑 竺、奴
刀
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一一 , 尹

一一一
一 一

一一
目

一 一一一
一 一

一

一
一

—
一

由 及应力应变关系
,

得
‘ 二 ,

一 艺 万 了, 。 、 ,

。 万 , , 一 艺 易‘
。 , ,

。 万 , , 一 一艺
二 口少。

口了 ’

阳 二 ,

君 , ,

将 式代入 式
,

握过运算
,

得

于氏
一山几代 一万二

一 ,

口了‘

艺厂
, ,

口‘ 。

一艺 ’又二几
,

。一

誊如’’
一

、 二“”众
·

。么

在运算过程中已运月 了正交性条件 约和方程 劝 引进归一化条件

己
了几刀

少

哥‘︸︺

却得
。一艺 合如 ’

’ 十 二乏“叔

根据最小势能原理
,

得

牙 十 又土
。

一

其中

沙 ”

一

夕 。 , 夕, , ‘。 , 汉
‘

孟 一

、 , 诺了 ,

口之

氏
五 了

丝 全叮二

五 、

相应的边界条件为 在杆件端点
,

一

或 ’’一

二一 。

或 ’一 。

方程 就是基本微分方程

俏的舒算 〔作带来很大的方便

却 。 一 。 一 。 ,

截面无变形

截面变形无钓束
,‘ 一 。 ,

机向无位移
, 一 。

〔

劝

可以看 出
,

它和弹性地基上梁的方程完全一样
,

这始我

方程 也可 由方程 再利用 本征函数的性质得到

六
、

褶 板 的 情 况

褶板的清况是退化的特殊情形
,

此时 一
,

而在折点
一

是 一 。 由横 句弧长不

可压精的条件得知
,

在每一块板上切向位移
。
是常数

,

再由 丫 的条件得知
,

在每一块

板上 “ 和 。 总是直袋分布的
, 。

在板上也是直拔分布的 这些内容在仁习中有群栩的叙

述
,

相应于方程 的基本微分方程祖也已在 」中推得 关于这个简题
,

在 「 」中仍旧是

用在 二 方向展开为梁振动的本征函数的极数来求解 本文建蔽用展开为截面上的本征函

数的极数的 方法求解 在褶板的情况下
,

武
,

在截 而 拔性无关的分布是有限的
,

所以

本征值和本征函数的数 目也是有限的 对于截 面 的在每块板上为值拔变化的 任 意 函

数
,

仍可按本征函数 么 来展开
,

特别
,

可以用 氏 来展开
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期 握万腮 瓤向无弯矩柱形壳体按截面展开成本征函数的极数的解法

现在应用按截面上的本征函数展开的方法来算一个褶板的例
,

这个例在 【 」中曾算

过
,

尺寸见图 这是一 个对称的壳体 对于这种壳体可以把解分解成对称和反对称二

种情况相加 现在只求对称载荷的解 在爵算中
,

长度一律以米为单位二 头一个步蹂是

求本征值和本征函数 对称变形的齐次微分方程为‘

篡

图 表示截面尺寸
,

似厘米为单位 表示壳体长度

, ,

一 氏 十 一 几 十 一一生一一 。

一 。,

岔 澎 甲

二 , 二
,

户 十 厂
, ,

一
一 少吞 十 —久 一

, , ,

弓 尸

一 十 —
『 十 万 又 甲工 十

己‘

了

二
、

, ,

万 甲‘ 十 “ 十 反石蕊面声峡 一 , ·

,
。

一 。,

甲

,

、
几歹 、 甲 十 甲 十 二一二万一一一 ‘ 十

一

甲一

十 二了 又 甲
妇

。 , ‘

一 鹦衅 一 。

吞

‘巴数字‘弋入后
·

得 例如兰 一 斗 一 。
·

‘ 等

, 二
‘ 。 , 二

‘ 。

一 。,

‘二
’

。 斗 , 二
’

斗 , 二
‘

一 斗 。

一 。,

, 二
‘ 一

于 , 二
‘ 。

一 。 ,

‘ 口

一 斗 凡 “ , 呼 。

一 。

求本征植的特征方程为

参兑 〕表 新版为表
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,人

,白︼,︸

一

又

又

〔

由此方程求 出本征位为

又

斗斗又

斗 又

一

斗 又

又

‘

刀
二 ,

尸 一 二七
一

相应于本征位 又“一 。 的本征应力状态是均匀拉伸和弯 曲
, ‘

创四的补算与普通的梁完个一

样
,

不去衬渝
,

它 相应
一

于 护 一 。 的本征画数为

少“ 二一 未 ”
,

么 一 一 时
, ‘ 。

一 上 。 , 卿 。

一 叫

相应的位移表尔在图 中

仇
峪

一沁

夕
只
、

图

方程〔 成 为

‘ 十
弓

二
目

‘

一 一二一 如
。

五 万

当两端敛支时
,

边界条件为

。 ,

了一
,

当 二 一 士 弓 时

当 户
。

一 加 。 公斤 米
。 吞 一 。 时

,

求得
了

, 二 、 , 、 、 ,

、 、 , 、 、

丈一 —
气 上 十 久料 ‘ 斗宫 欲 乙万牙 二 十 , 上 什召 认乙 咔二 。

把它代入
‘

式
,

所得的 与【 中的精确精果符合 ‘ 的非双曲画数项不同
,

别是因为

偷需加入相当于弯 曲的应力 比较起来
,

本文的普卜算酉单多了

展开成截面 上的本征函数的方法有助于把联立微分方程分离 在处理各种不同的载

荷与 “ 方向的边界条件时比较方便
,

而 巳得到的是精确解 若按梁振动的本征函数在 “

方向展开
,

创在载荷具有局部影响之处
,

例如在集中载荷作用之处而 久 又比较大时
,

以

及在支座处
,

得到的解将不够准确

为税明 圈挺起 兑
,

考虑上述截面壳体的一个三跨速擅壳的情形 图 这时微分方

程与上面一样
,

本征函数等
一

也不必重求
,

只需把边界条件改变一下亡可 在端点处
。

有
‘ ’

一 一 。

图

在中尚支座处
,

有
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期 箍万腮 触向无弯矩柱形壳体按截面展开成本征函数的极数的解法

一 。, ‘

和
’‘

速擅

敲算的进行过程与弹性地基上梁的情形完全一样 相应于弯 曲的情形 与普通的速糟梁

一样 这个简题如要按 中所介貂的方法来针算
,

就麻烦得很了

胡海昌同志看了本文的初稿
,

并提出了宝贵的意见
,

作者向他表示深切的威榭
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