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悬臂梁在一侧受有液体作用时的自由振动
’

郭哲敏 焉宗魁
中国科学院力学研究所

水垠在振动时必定带动水月呈中的蓄水使之进行相应的廷动
,

因此实际参加振动的盾

量有所增加
,

除了坦体自身的盾量外
,

还有流休的质量 同时
,

如果略去流体表面波的作

用和它的可压精性
,

这样两个一般轰来是影响不大的因素
。

流体中便不能储存位能 把埙

和流体看作一个振动系兢
,

埙休变形的弹性能便是这个系兢的全部位能 因此可以献为

流体的存在增加了振动系枕的质量
,

而不影响它的弹性恢复力 由此得出桔萧
,

水康中的

蓄水使水坦的自振婿率降低

为了对流体的作用作出此较定量的估舒
,

本文先以等截面的悬臂梁为例
,

分别用准确

法和 型的近似法
,

舒算了当梁的一侧受有流体作用时
,

它的基本 自由振动形式和

频率 又用 法对一厚度随直麟刻匕的变截面梁进行了同样的舒算 主要的拮果

于图 最后
,

介招了一个小参数法
,

与 法相此
,
前者更适宜于舒算校高的 自

由振动形式和须率

一
、

基 本 方 程

所取振动系兢如图 所示
, 左为梁的高度

度也是 人

考虑到在 自由振动时
,

所有的变量都按正

弦方式随时简 , 变化
,

我仍在所有方程中将有

关时简的因子
。佃 消去 合 。了‘ 表示梁的侥

度 ,

于是 。满足以下方程和边界条件

为了使舒算略为筒化
,

我们假殷液面的高

矛川

丁灭 一 的‘
留

。

。 留‘

一户 二 。 ,

多·“ ‘

一
左 一 工

其中刀 是梁每单位宽度 与 戈 , , 相垂直的方向上 二的抗弯刚度
, 下是每单位宽度梁 的 密

度 尸“ 是流休中由于振动而产生的压力变化
。

显然其中不包括静水压力 州, 。表示在

梁和流休接触面上水压力波动的幅度 严格地渝
,

接触而不在 二 ,

而在 二 ,妃甸 由

子我佣 没毅梁的挠度很小
,

近似地取接触而位于 二 是可以允郎的

我们假没可似忽略流体的私性和可压掀性 在这样的假段下
,

流休的运动可以用位

势函数 甲砂
’‘

表示
,

位势面数对 ‘ 和 的一次偏导数分别表示流体中各质点的速度 , 同时

电

年 月收到

本文大州吩位在 年 加 月中国科学院土木翅筑研究所召开的关子工程地厌的学术报告会上澎敌 ,
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它满足二推的 。 方程
中 , 中 。

不护 命 一 ”

在梁与流休的接触面上
, 、 方向的速度必须是一致的

,

因此有
扩曰 ,

鲤 二 旦 留。,。 , ,

丫 二 口才
、

或者

鲤 、
口留 , 二

一

同理
,

在底面 有
日甲

己子曰 〔一

流体中的水压力可以根据

函数
。
刚

公式舒算 令 尸表示总的水压力
, 甲表示位势

中
曰 口

一夕 日
矿 , 泌 一 少 ,

其中 。 , 。

分 表示 和 方向
一

上流体的速度分坛
,

为地心加速度 显然
,

由于梁的侥度

很小 ,

它所引起的流体中撼度变化
·

也很 小
,

因此在 卜式中 “ 只略去速度的平方项 千毯 上

式筒化为

冬 一 。 , 。向 , 十 人一 ,

尸

·

杏

土式右端的第二项代丧静水压力
,

因此压力波动的幅度 和 甲有如下的关系

夕
。

二气

一 一 多山甲
尸

弓

当液休振动时 自由表而上下波功
,

以 头油 表示它的升高 因此在 自由表而 “ 左

耐“ 由于在那里压力慢等于零
,

从 劝式我俩得到

‘。甲 , 二 , 占。窟旬 ,

一
。, ,

考虑到 占一般远小子 入这一情况
, 一

式筒化为

, , 二 ,

一
“

·

。 ,

, 二 川 、
‘

,
, , 心 、 、, 、二 、 ‘ 、 、 , 、二 , ,

阳甲
, 、八 二 、 ”

口 沙 川 夕 卜弓 口 , , 二丘 又 卜 尹人 冬狡 、
「

沪纷 代丈一 、‘少‘ 尽为 几
,

丈一 ‘ 尸 卜
尹

尹 。 几、 门
口 、口 巴 力 ,

几
、 。 卿

不、 , 口 一 一己 , 二为

从以上两式消去 占 ,

我俩得到

仓
, 一

黝
。 一

这个是一般常用的 自由表而的公式
,

’ 在蕊
·

算地没时坦面上水压力的变化时
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曾取
尹“

作为
’

自由表面的条件 可么用筒单的萧征来视明 式到 刃式的过渡 流体盾点运动的

‘度与梁的速度是同撇小的数 ”
,

因此 ,式中的

弩
“ 。似 是同一‘的数量

一
所以

鲤
。

︸
几昌夕

甲

山 增加时等械小
,

于是 ”式是 式在 ‘ 增加到橄时的极限情况
·

这也就是“
,

边界

条件 适用净坝体或梁有较高自振预率的情况 以下衬靛将以 式为依据

最后我仍要求在 ‘ ” 时
, 中“ 。, 因为在距离梁很远的地方

,

流休受到的干扰应当

趋近于零

粽合以上衬箭
,

并缓于甲和 夕简的此例关系 公式 分
,

关于流体部分的爵算归桔为

决定这样的
。

它满足 讨 方程

日户 二 夕

丽
一
‘一

可 一

和边界条件

器
。

一 ,
’留 ,

寄
, , 。 一 。’

一

夕 , 二。 ,

神 。 当 劣

方程
,

和 一 是基本方程

暂殷 。为已知
,

式的解是

。二 一

鲤宝
二

毕片 ’’
。 鱼吐三沙 法。 。。

业续卫圣 ,

公 石舀 ” 在

, ” 介 盆

幼

代入 式
,

我俩得到 。所需满足的微分积分方程和边界条件

二。 一 。

丁
留 丝 全犷粤二 留 。。

业竺华 竺
。

丝竺华逊卫

万 二 ” 十 。 艺左 艺左

留 。 ,

以
‘

人 二 留“ ,

左 二

的解二
、

方程

当没有流体时 ,

梁的 自由振动方程是

留工 一 丫田 留

在方程 所规定的边界条件下
,

上式的解是

留 艺丫‘ , , , , ·

⋯ ,

其中
夕 , 反, , 一 反, , 王 反, , 一 反, 。 , 二 鱼遨上垫组进

及,石 反‘云
‘
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冷沐是 箕率方程

衫
·

衫 一

的根 当 若 , , ,

⋯时
,

左,入的值分别等于 招
,

, 斗 斗 , , 多 斗 ,

·

⋯ ⋯ 与任一振动形式相应的 自由振动频率 呜 , 由下式拾出
,

山

—心

因此 ,

我俩有

仁汛‘

展

丫 一 少娇 一 ”尸
‘ ,

二
‘

不
矶沙少二 妈切夕 子司 一 子 幻 一

‘是一套完整的正交函数系 因此在有流休作用的情况下
,

可以将 。 用 娇

。二 艺 价娇臼
才

丁是
,

权据‘ 式
,

留 , 二 艺 功心 刃
,

矛二

‘
, , 从待定的系数

,

同娜
, 。。、 竺生 了 “ 也可以用 、 城开

。

我佣得
瓜

丝生士工渔 二

左
芝 刀

。
, ,

澎

其 ,几卜
“

一瓢 卯味 迪
, 法 ,

”, 一 丫 , 。 ‘
,

产
,

、
、‘龟少

芜成 逃积分后
,

得到
。

‘

「左左 左,人一 反人 飞, 互,人
上 ,

一 “

—
一

一

— 一一
,

, 左‘左 及,左
一

,

刀 , 了。

二

、 外

——
一 气

一

一了一 火 】
一 反左 落 、 二 ,

欠 兰边鱼丝且丛丝二 竺吵功 叩莎
左人 , 友左

将 斗 , , , 。 三个表示式代入方程
,

李卜此校

”一 、了‘

‘ 刃 的系数
,

便得出下列方程抓
,

了 端 , 一 矛 才
一

丫息睿、专
, ”, ,

“‘。
”、’

艺 , , ,

⋯

这一系列联立方程的行列式等于零的条件便是补炸频率的硕率方程 显然
,

这个行 , 式

包 今
“ 个元索

进行数值‘卜详时 ,
我俨了取 林 , 。 , , 斗, 弓 和 蔺“ 土, , 。斗 各项 估针略去共余务
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项
,

当仅仪舒算第一个和第二个振动绷率时
,

在 式中所引进的误差将在 以内

这样月两导的联立方程为
。 二 , 。 ,

哟
、 、 一 , 垫

。。
、 万丫 汀丫

一 丝
。切 , 一

盯丫

一 、 。
垫

。 , 。 一 。 , 。

州
、 一 。 , 。, 逊

。二 , 一 。。。 。

叮了 、 兀了 汀了

中

一 。
·

, ,

梁
山认 一 。

·

。‘”‘

梁
·切

之 田‘一 ‘ 。
·

“ ,

梁刁
、一 。

·

“ ”

弩
·

彻
‘一 ,

一 。
·

。

梁咖 一 。
·

。”, 斗

弩
一“ 一

·

。‘ ,

弩蝴小
一 ‘ ”

·

“ ‘”

梁
一 , 一 。

·

已知
。乱二 夕 。乱

,

崎 端
, 。若 斗。。苦

因此
, 根据不同的 型 值

,

可以舒算最低婿率和与其相应的振动形式
汤

所得之拮果列于表

亥

一

丝
了

‘

,

毗 硫
、

。

斗
。

弓

,

会 会 奈
斗 斗

乡 斗
。 。

‘

王

舒算所得之第二个照率值如表 所示

表

卫了
端 喻

。

。

弓

,山内」叹

三
、

用 助 法求最低频率

以 。乘 式的两端
,

并对 从 。到 石进行积分
,

借部分积分和边界条件
,

可得

·

流臼
·

倍

「 留

气又万 夕
, 一、

一 。
、‘

户
,

二
。 ‘

心 , 十 二么互万干丁

」’

‘ , 、 。 二粉
‘

、 ‘夕又刀 一一 万花一一
,

一踌刁
‘“ 」

的分子是两倍最大弹性能 ”的前一项是悬倍梁的最大‘能
,

第匕项‘ 导
休的最大动能 式实际所表示的是最大动能等于最大位能这一事实

,

因此可以更筒

户

一

一
一一 曰
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⋯
一月日一

力 学 学 卷

便的从能量观点推导 式
,

而无需借助于微分方程 我俩有意地将 和 下写在积分号

之内
,

使 式可以直接应用于变截面的悬臂梁

在没有流体时
, 二 ,

因此有

买。侩
’

勿

留、
’

此被以上二式
,

井假毅在这两个情况下 ,

振动形式是相似的
,

我佣有

功
’

“ 了

一 ‘

一笠
,

户

介

令 「户
, 、 。 , 飞

‘翻 只万石了子 、 阳仁刃 —
一万了一一一 引

移 二 ‘ 了币 一 「 上 口 ‘ 移 」

犷了留场
,

刘对于一均匀悬臂梁所得到的拮果如表 所示

驶 ‘里
一

、
‘

。 勺印们

只

《、
。 ‘、止

表 斗

。

弓

妙 斗

侈

。⋯
一

用

但喻亡少﹃廿
,

八,上勺一

, 曰 口 钾 ” ,

在图 画出了 和 丝 简关系的曲裁
下

少动 , 法抬出的最低拨动 厦率与 “精

确 ”解所始出的是非常接近的

竺
,

、 切

助少心 法求得最低福牟

声既肿
一

第绷牟

三 角故面梁的最低丽

一图

义没一变截面的悬竹梁
,

其厚度 随 红俊变化

石二 刀 一 ,

其中 是梁底的厚度
, 。 。 草 在应川 式时

, , 的表示式是 。一 , 。 的 ,
, ,

左

叼是梁单位休积的密度

所示

这样
,

当我俩仍毅 。 二 一 。。

婴时 。

得到的桔果如表 和了图
名吞
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如果水的深度不是 几 ,

而是 《 的
,

那么 式应敲写成
「力 召 留

召 丁万矛
山 。 、 协 ,

加诊等患” 『
。 , “粉“ ’

与 式相应的公式变成

阁
’一 ‘

口

令 二
声 、 。

‘翻 一刃 丁 、 留 刀

一
万二 一

什 尸 招 二 。 乙移 宁 工 。 ’ ‘ ’

乙红

丁 买
, 。、

司

四
、

箭算水库蓄水对场体自振特征影响

的一个小参数法

在实际简题里
,

蓄水对自由振动影响不是很大的情况下
,

可以用小参数法近似地爵算
,

蓄水的影响 以下我俩仍以悬臂梁为例轰明本方法的应用 推广到更一般的清况是没有
困难的

为便于封渝
,

先将所有物理量按下述变换写作无量桐的形式
劣 之 勃

,

尸 。 之巴望
万了

二 秘
, 。

五

下
’

办
,

丝
‘

沪

代入 工式和
, 一 式

,

我们有

口 一 对‘ 一‘ 。一 。

杏
‘

“ 言“

《 刁《
,

, ‘ ,

二

日‘

刀之
成 睿

,

《 刀

二 以七
,

夕

甘一宁一夸‘一叮︵一︸旦日

‘ ,

‘ 叶
,

夕“

宁叶

我俩把 。作为小参数
,

将米知画数 气 和待定飨率参数 尺按 “ 的慕极数展开为

价 妇 认 妇 十 ⋯
,

‘ 二 么 曹,

帕 十 护几 登
,

的 ⋯
。

尺 又。 ‘天
·

⋯
二 。相当于康中无水的情况 将这些表示式代入 式并比校 “ , , 护 ,

⋯各项系数
,

我俩得到一系 ,
,

依次舒算 。, ‘ ,
乙

,

⋯的方程和边界条件

价 一 璐如 ”,

飞
亡。 二 乙召 云

‘

“ 舀“



⋯⋯
月门门

卷

护么

珍
二

,

踢
。 , 曹二 。,

几弓 。 ,
右咐 的

止

一一一一军邓
,

,

令鲤。箭年

, 一 久言‘ 一 ‘ 、。。 斗又又乙。,

飞
亡 “ 亡

‘

气“ ,

一第二节中已握拾出 , 式的解 令 ‘ 表示无水时的振动形式
, 凡, 表示与其相应的特

征值或飨率参数 根据每一个这样的 坑 娇
,

的式的解是

斗久戈
,

导
二 二 一 一一 亩二

汀 , 一
护护

一 切

一生一
”

王 、 , ,
·

、 。 尤

工 了气 , 。吕

—
, 上、叮珍

盯舀盯

一
业卫土卫袱

‘ ,

扮 式的 般解可以写 为

卿

艺︺一
︸

了, “

卜卜一 叮。 , ,

上条挥仓去于飞呀了 , 夕 , ,弓
’

犷丈
,

合五

的系数
,

我俩得到

刀。 一 。

切少
,

。 将 娜选止式代 人 ,

井儿被 丫 ,

切 〕芥项

、
,产‘ 、口勺山今、

‘
﹃

、

‘、少。
二 二 一

二也一生
一

又只鑫
,

一入丢, 兀 ”
丫奋

, 卿 ‘。 。 二刃 ,

”

一一 咒 一一恻
‘

二一 ” 一

乍卜
名 」口邝

产吸
‘

护
,

工 、 , 。 尤泞
, “

一

—
一一 、 亡

—
, —

。

移 十
一

」 了

。

艺︺标一汀
一一一此凡囚

二
。 。 , 一 。, 一 三业 女一三一

「
‘ , 。。

、 , 丫卯 二或 ”
一

瞬 , 约卿川
根据这个公式叮以洽按补算流体对各阶 自振粗率的影响
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