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跨声射流简题的属科米方程解法

卞 窿 青

中国科学院力学研究所

提 要

本文所封输的二推跨声速射流的尚题需要在速度圈内求屈科米方程的解 我们先利用了

此方程在超声速区域的一般解 , 从而得出流函数和其偏微商在声速钱上的函数关系 , 把本题筒

化为一个钝亚声速的边界值周题 可是直接求解仍有困难 在克服这个困难时 , 我俐根据亚

声速区域内的边界条件 , 找出声速袋上的流函数和其
户

荡微商的另一函数关系 从这丽个互不

抵触的关系 ,便可以决定声速技上之流函数值或其偏微商

一 引言

在最近研究二推跨声气流文献中 ,

很多是依据享有盛名的屈科米 劝箫文 一
般需

,
当处理非常繁难的跨声气流运动时

,

我们主要希望知道的是沿声速拔 气流速等于

声速各点之帆迹 最粼近区域内之气流形态 在这个区域内用一粗近似所得到的速度圈

方程 本文第 节 是与屈科米的较性方程相同

访 价一
二不死犷 二不二百 一

。

口 口了

丫
口

此式屡于混合型的偏微分方程 因为当 若是负数时
,

它屡椭圆形类
,

当 普是正数时
,

屡双曲

栽形类 虽然有关这个方程的几个边界值简题已得到了解决
, 工七如托模堤卡 桩 ,

和特蔫他 。毗。, 〔幻 处理跨声气流翘过一个收放和誉散的气管 葛得奈 二

,

和越希哈拉 明 二 ,

且 〔幻 解出了当自由气流焉赫数为 时的二雄 尖劈 尚

题 柯尔
, 〔 也曹处理同样尚题 斐声堤 。桩, 〔的用数字静算了分

离击波与尖劈尚的气流情况 可是这些解法都只能适用于特殊情况下 一个此校通用井

且有效的求解办法
, 目前还没有

本文要衬萧的是跨声速射流的周题 第 节 我 所用的方法是把跨声速简题 一

部分区域是亚声速
,

另一部分超声速 悴化为一个翠钝亚声速周题 这个办法是和偏微分

方程理箫分不开的 在超声速区域内偌
,
屈科米方程是双曲栽式而且可以改变为熟

知的欧拉一泊松
一

邵 方程 它的普通解为已知
,

但是包括雨个未定面数
,

正如

一般二元二阶双曲袋形的偏微方程一样 因为木题的超声速区域内边界条件只抬在一个

水 年 月 日收到
,

日



力 学 学 报 卷

特征接上
,

所以仅此条件不可能决定这雨个未定函数 可是它俩在声速袋上却有一定的

画数关系 第 节 这个关系就可以用来作为亚声速区内另一边界条件 如此 ,

本简题

就被搏化为一个亚声速 或椭圆式方程 的边界值简题 虽然如此 ,

求解的时候
,

仍然有困

难 木文第 巧节内用格林公式再把亚声速边界值周题改为求一个奇异积分方程的解 最

后在第 节中
,

我俩采用卡尔勒四 。八 。 ‘们 的方法对付这个奇异积分方程

二 基本方程

一个没有粘性的可压精气体在定常二雅和煞旋的气流运动中
,

是依据下列儿个 基本

方程

,

一
日

、 , , 、 。

石丁 又叼 十一不万 气户”夕
口二‘ 口岑

⋯
了 一

一
一

戒 一

、州
、、户沪、,、沪、
声︸,土尹贬、又

‘

‘、气、

速箱方程

燕旋条件

艳热状态方程

伯努利方程 下了燮
一

十
力

〔户子

,

必
‘ ,

州
了了 一万一 一 二

’

吊支又

一 上

’

⋯
峨

一

孔一掀︸

冲

上刘四个方程包含四个末知数 如压力 夕 ,

密度 户 ,

以及沿 , 与 岑方向的南个速度分

蜘 和 叭 其伽 是“
护 一

厂
, 、是速度影尹一

冉内
, , 是姗的赚

·

从方

程 和 可以引进流函数 诱及位势 妈 因此
月月

、、‘、护爵、、
户。

钟
哟

一令罄
一留

·

右下角的指标
,

是代表驻点
一

上的物贾策 在
一

述情况下的气体运动尚题便是求出位势 少

或者流雨数 价的解来 从方程 到
,

拜不困难的可以推演出一个方程只包含 尹或

者 只包舍 功 但这将是一个非袋性二元二阶的偏微分方程
,

求其普通解确是拯端困难的

正因为如此 , 远在五十年前查浦利金印 叩妙梦 ” 很成功的采用了以速度量 宁及以 二 帕

为准的速度方向角口为雨个新变数 用 叮, 夕为自变数所推演出包含 卯 或者 淤的 方 程

将是换性的
,
求解此较容易 在下面

,

我仍把 , , 万为自变数的一系列方程蒋换成以 叮, 夕

为自变数的方程 这种方法在产乙动力学上称之韶速度圈法 根据公式 幻
‘

和 幻 的定

义
,

我们写出 沪和 价的桑微分来

砚俨 锐 而 公 勿
,

种 一卫
。面 卫

舫 勿

或者一井写成

邢
泞 , 二才

‘ ’ ‘ “
厂 、
、 , ‘

尹
一击︸

其 闭 六二而 艺即
,

,‘ 罕帕
,

感一了二飞
如

。, 滋 夕
,
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当 叮,

作为自变数时 式可再写为

一

誉〔警 器‘ 〕
‘
令〔爵 器‘韭

如果使上式雨边之实数与虚数部分分别相等
,

拜且再利用式之左边是一个正确微分 的条

件
,

我们便可以得到一对栽性而且准确的方程

亚 鱼生丝夕

笋
下干甲 二二二

一一
了『

口

、口‘、‘住了

神一卯

‘乒 上雨式是研究二雄气体运动用速度圆法的基本方程 为了更适合于进一步分析和豁箫跨

声速固题
,

我介弓再将 式进行筒化 所以引进自变数 如下
。一 叹上

。

在此选定临界速度 扩 为积分上限是为了将声速放在 ’ 的地方 以 代替
,

刻 方程

变为

丝口

、‘万、
︸‘‘协少

,

丝韶
亚即亚

十卜

式中
一

韵
’ 一

雌
是一个 口 的隐含函数

·

如果根据 ” 式把 口 与争用圆解表示出来 晃同
,

产

气
再把 与 告 关系从 式及伯努利方程中针算之后 ,那末 与 。 的关系也就可职同解

勺丫
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一
日

泞少

起声速
‘声速

落卜一一吮一
,

一 一

出来 晃圈

很显明的可以从阁上看出
,

是

与 ’相应的增加 在声速
,

郎 二 二 ,

附近
,

之数故分布也是一 目了然

现在如果我们的 目的是要进行筒化以

便了解声速附近的气流状况
,

那末

函数在 二 二 附近的较段就可以用其

切袋来代替 也就是把 面数用 泰

勒极数展开井且略去 ’的平方以上的

项数 樱静算郎得
下

“

⋯

了

一一仃
,万

圈

再介
。 下 、不万 、

,

、、

与 一 一 、 一下 一一 火厂 刁
,

尸
石

一‘ ’ ‘川

从方程了山治尖 卯便可得出跨声
尸毛流在速度阁中的兢化方程

一一

了汰︷引。比︸一
护声卜一日‘‘﹄︸黝卿

这种肪化程序是和跨声速理渝中的 极近们把 叮一 ‘ 一

当作微 缺的办法嵌个
·

样 可以赶

明 只要把 苦和 叮一“ 川 与弋联系就是

着一 妙
一

山立、一 , 〔

从上式也可以知道 若的物理意义
,

它是一个燕桐量
,

代表气流速度与声速之差

三 跨声速射流的边界做 川题

关于射流周题的研究
,

历史悠久 查浦里金 种把亚声速射流祥加处理 至于跨声速

射流
,

葛得奈 和弗 克尔“ , , , ’工‘, , 也件作初步探对 其边界值的祖成如圆 所示 雨个固

‘

、
壁是与 绪 轴对称

,

其夹 角等于 必、

假

毅中周流梭 以摊 的流而数 访
,
洽雨

, , 、 , , 、 ,

一嗯 , , ,

。

个固壁的流雨数 功 士架兴
一

仇
。

是射‘ ’曰 动 、 ‘ ’ “ ‘

一 一““ , ’

流的址大熨敬流 做点较 几 表示

声速筱
,

其形肤事先 还 不 能 够 确定

当气体射出口攫 丑尸 后
,
洽若边释的

南个流较形状也未定 布旦是通过伯努

利关系 ,
沿若边徐之速度是一常数

上面的边界值也可以在相应的速

渭 , 闷阂闪必
‘

中
一

譬 一瓜

中
, 二

吞

呱 以口

阅 射沈物理平面

度圆上表注出来 如圆 所示
,

根据跨声速一极近似原 ,

和应于物理平面的 口点是在速

度圆平面的热穷远处 相应于固壁的是雨个与 若帕小行钱
, 吸理 这世方向角度口已
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, 升
圆 射流速度圈平而

为热桐量 勺所代替
,

夕
刃 芍

一一 十 上 。

叮 与 口是雨个特征钱 因为屈科米方程 将 夕换成 叻是钱性
,

所以特征袋的方程

也是固定的 当 若

较援征征特特甜
·

对
,

导
刃一 下

“

一 声百

刃十百
”

在射流器出口 角上
,

气流翘过一个普郎多一焉尔扩散波 所以
, 口 在物理平面 只 是一

点
,

而在速度圈平面内 相当于特征挑 马 既然气流是与中阴流钱完合对称
,

因此我们

只要决定气流在 以 区域就行 所以本题便是根据下列边界条件去 求 屈科米 方程

的解
,

当 刃二 ,

当 刃二 ,
’

就是沿 钱

就是沿 挂

功二

之
当 刀 奋 爹

,
就是沿特征钱 砍 功

。

一互一 夕

。

为了静算方便起兑
,

我侧再引进一个新面数 功, ,

它与原来流画数 价的关系如下

币一中一

粤
一 、

自

显然的
,

功, 也满足方程 至此我们的任务是解决这样一个数学尚题 在口姓口

内寻找一个有定限函数 功去满足屈科米方程

区域

吞
, ,

访, 八

一二七次 —
一 弋二一气二 一

沙梦
一 口犷

同时也要满足下列边界条件 参照 式

气

在 挑上

在 口姓较上

功

功, 毒

,
,

吼
甲 一 一下 一 了 ·

户
在特征释 上
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四 方程 在超声速区域且 口内的解
厂动与 叮 动的积分关系

如果引用特征变数
、口‘、‘少,’。牙

亡‘︸‘‘﹄一︷
一刀刀一一一一以月

州

减

则屈科米方程 在超声速区域内
,

普 伪
,

可以写成一般双曲钱方程的典 形式

护访, 一 二
撇邓 一月

了鱼色一 鱼丝、
撇 邓

、

当 。 月时
,

也就是在声速栽上 普二 , 此式是奇异的 屈科米特意靓明郎使哥西支拾袋

与奇异袋 重合
,
哥西简题仍可适用 也就是禽

,

如果函数 价 及其法向偏微商在 刀

簇上抬定
,

那末 且刀召 区域内就有唯一的解 同时 方释‘叭、是和古典的欧拉一柏松方程

相同
,

其普通解早为前人求得 现在我们令了劝为 , 在声速找 姓 上的两数值
, 夕恤 为

方在 过万上的 爹一偏傲商植
,
郎是

刀 一 诱, , 刀

那末方程 价夕的普通解可以写为“ 洲 喊‘

, 卜 背
,

,
·

公 一 若玄 公一亡‘︸
一

刃︷
︸

川一
户

己诱
,
若

, ,了 二

式中 兔

一毛 一一

舒〔一云
编

。。

由让 勺 石

“一一寸一一了一 一气乙艺,

舒 一活 万

亏兀
吞尸阵、

、 。 ,

工、
一电代
、吕

尸是指普通的咖焉面数

很明显的
,
如果在声速换 通 上的 叻 和 夕伪 可以预知

,

超声区域 且 口 的解便可用

妞 式来表示 不但如此
,

诱, 在特征袋 刃叮上唯一面数做也可以静算出来 然而本题的

边界条件不是这样 参照公式 加
, 刀叮区域内只有特征袋 刀口上 功, 的两数位是规定

了的 因此必然的
,

叻 和 夕 叻相互阴有一定关系 推演这个关系
,

我佣只要把公式
一

黝的条件代人 公 式再稍加铡敷自得

令
一 。

皿漂舟今 。
。

礼万烈万 ,
‘ 一

、山 一‘
一

‘ 一 山 一勺

然后引用阿只耳的倒换积分方程公式得出 物 和 劝的积分关系
。导一

,

, 二、 添
”‘ 工 一

、万夕「
”

动 而
止黔刃一 一一二石片匕 广 卫玉迎气 甸

,

‘

, 二 ,

伪一功蚤一“ ’

此关系式已晃褚屈科米文献中〔 拜已为其他作者所引用‘匀 ,
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五 方程 在亚声速区域 且 内的解
了动与 动的积分关系

假若只需要满足亚声速区域的边界条件
,

郎 功在 和 刀上等于零
,

方程 却有

很多解
,

其中一个正确的必定是超声速区域内解的分析开拓 对于一个二阶偏微分方程 ,

如果一个区域的解是另一个区域的分析开拓
,

其必然而且充分的条件是在共同交界处 的

面数植和其法向微商完全相同 因此前节内 叻和 夕 劝在 挂上的函数关系 ,

郎方程

仃
,

可以用作求亚声速区域的解的另一边界条件 一般靛
,

如果在 姓 钱上 劝 或者

劝 是抬定的 ,

求解便很容易 但是新引进来的边界条件是一个积分关系
, 用寻常直接

的方法还是非常辣手 所以在本节内
,

我佣采用的方法是这样的 就满足 口通和 边

界条件的一系列解中 ,

也求出它们在声速钱 上 叻 和 的 的关系 这个关系不一

定和方程 相同 —一般地不会相同 但是对于一个正确的解
,

它们也 不 会相 互 抵触

的 我们在此用关于椭回形方程的格林公式来 推演 叻 与夕 叻 的第二个 关 系 当

若《
, 屈科米方程可以写成

汗
卜

片

、了、,,生汀自厂、矛了吸、石溯 鲁
,‘ ,

令
一

卜 它的件随方程

普玛

可以直接靓明

笋一刀一为
,‘一封尸一‘‘﹄乡一

万

因为 自伴关系
,

所以它们的解也是互相通用的

「
一

音步」
‘

是 万 一 的基本解
,

井且有一个适合需求的奇点 再用影像方法以满足 口月 及 上

边界条件 , 应具有下列形式

之 犷 杏
,

劝 艺 万

—, 「
, 、 。 。

葵气百
、 刀一 又仍十刀。 ‘

十万 引
‘

」

「
一 伽一场 争勺

除去 一 , 一 、。
上有一个 合, 的代黯点而外

, 犷在 。区域内是一个正常 。数

如果个刀 代表 区域
, 用 下弧将奇点除外 行弧的形肤当求拯限时可以随机而定

,

则根据格林公式得出

石 功生 一币‘ , ’“分面

汽 一 。 , 。

誓
一 功

黝斋 ,‘ ,仓箫
一咖
箫剖

“ 一 ”, ·

帕
几, 尹了存
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式中 。 是外向法援 住意到
,

沿 和 袋上
,

及 功 均等于零 从 式可以静算

必, 访 二 。、 ,
, ‘ 。

‘ ,

、。、
, 。 二 。 , 山

狱瞥
,

举 , 而后再把 下弧精小求其杨眼 最后得出
若

’ 刃 夕 ’‘“ ’目 付
诱目 了

珊明日‘ 孑
’

叼 、

性 ’
,

联
’目 叮

’‘ ,

含厂
‘

厂 ,

一一仕踌
叉

饥巴 一伪 。一‘仍 刃 『

〕
, 、

一

—
一丁工 夕气” 讹 , 、二 、

。一 饥一 刀夕
“ ,

直

、、、声可上一自八一

关于 七式的样糊推演兑附注一 此式便是根据亚声速区域内的解所求得之第二个 物 与

夕 叻 的积分关系 不宰的是
,

关系式内的核函数是一个燕穷粗数
,

有再行筒化 之必 要

因此我们假定

动二 叉
。

滋 腼刀 , 补

凡是有定限以及段落建箱性的面数
,

可以展开成傅里叶雨数 因此我俩的假定
,

声速较上

功, 可以如此展开
,

是合理的 根更 盯 式
,

很容易的可以得出亚声区域内的解来
, 只要用

分离变数法郎可敲明

闷
咖一

旦
、
苍粉豁痴二

是满足属科米方程的 其中夏“ ,

刁
, 伽

,

乡一
砂气 今

冬
一

。
, 卜 、 。 、 , , , , 二 、 , ‘ 、。 , , , , , ,

一 , , 。 、 , 、 ,

,
, ,

为 鑫 戈农 育 翔 坷只
一

华尔困数四平觉郁租甘
·

从公八 。 夕只且以褂出

夕 二 艺 嘶
叙二工 了伽‘, 班 饰忿刀 , 黝

妈
夕万或、了吏

尸是 的 舀微商 灯 和 匆雨式况明了 厂伪 与 夕 动 是 勺 的周期性以及反对称雨数
,

也就是挽
,

物 一 勺士 耐 ,

夕幼 刀士 动
,

利用这些特性
,

方程 便可简化为

勺 二 一 刀

劝 一 一刀
〔

息 一 。 、
吕。

’

。

二
, 一

厂、 一宁牛竺
仕兀一 一

一 赵奕
一

一 ” 百

从前面南个积分关系
,

和以 式
,

我们便可以决定 动 或者 劝 同时本题的数

学解法程序巢已完成 此后如果要找出亚声速流雨数在速度圆内的分布情况
,

功, 可以从

式得出 求超声速流西数的分布
,

用 、式 所以术尚题之关健是从 劝及 南

式中决定 卯 或 洲叻
,

也就是面数 功, 在声速接 且 上之分布情况 现在我俩 从
,

价 丽式将 刃 消去
,

即得
, 夕彻

飞 一 一 , 宕
”

“万
沙 ” 勺一少 万

兀 ,

丫 刃

鱼上 二 一

更旦一 八
、 ,

奋
,

又息
’ 一 ”一刀
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兰

当推演 式时
, 刀的数值只限于 与 之阴 这个条件

, 。簇刃簇 ,

在以后运用上式时
,

仍

应敲注意到 如果把上式的右边当作一个 灯的函数
,
而后用阿只尔倒换积分方程公式 , 上

式便搏变为

气氨 心丁 「二
, 、 ,

「,

面
又刃 “ 二汤丁不

,

刀
“
一 一

毓一骊犷 又 丁一 , 万户
一

一落 侈习
汪 一

十飞了

“
’ 一 ” 气刀一万夕

“
一岁 】

“

口

最后一项中被积分函数有一个一阶奇点
,

所以不能在积分符号内进行微分 可是我们利

用哥西主值来静算
,

就可以避免这个困难 祥韧静算觅附注二
,

式最后变为

勺
二 , ,

卜

春 「的 、了
,

”
“

一不而叽戈万夕又万石一 一不两厂夕又 “朴 又一土乓 ”乓上八 以

式中 苗代表哥西主值的积分 方程 。 是一种哥西型的奇异积分方程
,

因其核函数包含

卜
一勺

项 倒换此方程以求出面数 叻将是本文最后一个重要步墩 如介

, ,

一
‘

弋勺 二宁
一

否, 又 叮 , 丑

刃

二 氨

广 月叮方程 更可筒化为

、一今念打兴 ,

六 奇异积分方程 之解

卡尔勒四在 年 曾利用复函数求有关哥西型的奇异积分方程之解 其方法筒

翠而应用很广 他主要衬流的是与 幻式相仿的方程
。 、 入

炙
一

黔 刁城
之 式中 劝 为已知

, 入 系一常数
,

而 川劝 是所求之面数 为了清楚地了解此式之意义和

禽明卡尔勒四方法
,

我俩引用一个熟知的例子 在二难不可压精流体力学中 ,

如果有双源

分布在 “乙栽段上 不妨假定其与 沈一如、重合
,

其密度函数为 劝 , 则其复位势为
呆 , 、 乙

岁 名 代欲 , 二碑

艺派么 。

一

丛变
一 么

必 在平面 , 内
,

除了割袋 动 外
,

是一个全舱复函数 通过割袋 时
,

刻有下列关系

。·

、一 , · 、 、、一

佘命炙影令,

。一
。 一 一

、 ‘。、一分斋步畏令“
·

或者

卜
必 劝一必一

劝 中十 劝一 尹一 。 二 劝
,

‘
、

厂, 、一币一 、。 。、
,

,
,

厂, 、
‘

黔卫 二
‘ 、“

“
、叼 一““甲 、‘ 一不不『

。

不而厂
’
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因此方程 可以解释为在 袋上位势差 护一厂 与流面数 中的关系式 求敲式之解

便是求双源分布在 簇上之密度函数 如果把 劫式代 入 式
,

我仰日得到关于 必

在割袋 动 上的关系式
毋十 恤 一弓 劝必一 。 几 夕

, 气 。簇乙 , 又

式中
‘恤 一 。一 ,“一

“二 ,

、

而赘箭
二 。

卡尔勒阴的方法便是将 匆式改变成一个所稠希尔伯一黎曼周题 根据 加 式的边界条

件
,

求出一个在平面 内的蚕钝复函数 必 敲函数通过割袋 劝 时是不速擅的 这个周

题的解答已翘有一定的形式 , 然而本文所衬箫的方程 有一些特别 郁得从公式

翁 推演到方程 时
,

我们利 用了 夕 劝的周期和反对称性矍 ,

公式 必
, 而将从 到

的积分改成从 一二 到 二 因而方程 工的 叭劝在积分符号内是受了 淤制 现在我俩

把方程 重新稠整如下
闷

八 , 、

答 一
、 。 , 、

下【
’

切一 万布 ”

夕又刀夕 , 戈刀一 乙叼 一丁万歹二
丫 。。 ‘ 夕

、 一妹 飞勺 砂山
。七 一号

, ”无 一 弄 汀 一 穿〔、少 ‘ 、

〕
,

奋
一

卜 刀 几 汾 劝
再 , 士 , 士 , ·

⋯
娜 夕 阅

、, 、 ·, 一 。

真
那末

汀二
、一 而 书

吕 一 另

一 刀

“ 分。

二

—
‘弓习 「 广 匕全些止丝二应工赫

一 。 一刀 少
希一 士是

一

是另无
一

卜工

“才刀 一嘛 勺夕二 刃一 冷 为又劝
,

助《 勺气幼
、厅、尹‘,产

由

一 ”一 希与 劝
,

舫一 《 刀《 希

、少
、含、于

」

哪协伽嵘伪 , 呱 一斋旅
一 希 百

一勺

, 二 二 妹 介一 无 百 一夕 〕
‘ 钊。 一‘一 、

—
一刀

无一 《 刃《 无

我俩希望求出一个全钝复函数 毋 以 勺 轴为其割换

相同 ,
因此

在 刀 轴上
, 它的边界值和

毋 勃 嵘 劝
, 必一

劝二 、嵘拗
,

将 八 式代入 式
,

樱蔺翠静算官得

必 劝一 召 勺 必一 ”

其中

几一 《 勺镇 希

入 劝
,

。 。一 。一
等

, 、 一

螟
月 。,一 。。少。一卒

, 。方 、。、 。
一 、

’

汀 一

”
一 、

’

州 一 、“ 一 一 ’ 、一
’ 、 ’‘ “

一
’ 一 ”

幻
。 , 、

半
, 、

寸畜
, 。 。 华

, 。 二 、
一 。 、

‘
喇 一“ 。 , 几帅一等双 一“句‘ ” ,

妹‘ 《 ”叹“句
·

疑此
,

我俏已耗把木文中的奇异积分方程‘ 搏换成希尔伯一黎受简题
, 。式 共解法

在奇异积分方程理渝中并不太难 这里我们且挤主要精染写出 方程 住哟 的齐次解
,

就

是当 几 劝二 的解
,

为
闷



土期 卞窿贵云 跨声射琉周题的屈科米方程解接

了 二七晒亨沥 ,

从而可以求出非齐次解

到幻 塔签孚
“

下染华奕一
‘

‘ 砂‘协 一二 吞
’

、谷 又谷一 芳

最后再根据 及 式
,

取 希 ,

郎得

刃与 叻 必 帅 一必一

帅
雾 冰的

十 , 口

一
‘ ‘ ‘、

一一一一兰 —币 —一三一一
厂 石 , 节 砂公石

毛 一玄一
颤 而一 一刀

, 、
, 」。、

一 ’
’

、’‘ ’一刃

了,,褚口口、

一
一一

附注一 公式 之推演

因为沿 口通和
,

诱及 均等于零
,

所以 句式可以写为

「 。 功, 如
卜

诱 蹭 、二击 「
,

箱 。

犷 如 、孟
,

, ’ 万不
‘

百于丁 硒歹一百万
犷

咖一 , 甲注、顶歹 赢
一 下 ’ ’百石

一

落五一 切。

二 。 、‘ 犷

誓
一 主

臀
“ 一“

·

朴‘

尸 几

丫【 屯

了
二

圆

参照圆
, 如果把 弧挑着 勺。精小而求其拯限 ,

那末可以着出
,

上式第一积分内之被积面

数在任何一点至多有一个小于一阶的热穷大
, 所以第一积分之拯限为零 现在我们可以征

明第 , 称芬为有限量‘ 拜且算出其拯限值 介 一菩引号
,

再 镶 , 弧为 以 , 做半视的
例用一

’ “ ,’刃 刀 门 ’认泌
’ ’

一 , 卜 川一
,

劣队
’以

’心 一 ‘。 ,

”
臼 ’

一
‘

一 了 ”叭
‘ ’

龙” 动

二 , ,

一
一 ‘ 。 ,

汀 川 八叭
半圆弧 ,

刻伽 一丫而不面石而耍,

再令 ”一“ 一 护 “

枷一 晒 若一又宁 勺
一

少
,

因此郎得

一芍军汁丫 亩五,

阵
。。

妇
‘

韶
丫

五

沿 下弧上
,
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一

丝
一 塾上 一卫里呵卫玉

抓 决 寸刃了网蔽犷再石刃石一

卫生 三直
一

一

刁饰 决 丫

夕

彗滋。幼 口 。。护
·

逆

从 匀式
,

我们算出

、
一

秀
一

, 。 一 ,

”奋 酥
「 答 ‘

勺

二布万 一 。
·

后翻

—
一 一

一

—
一 一 , 育 。

叮 ’“ ” 。 ”侣一 刃一 。 ℃ 百 勺一 。一勺必 百

将上 公式恤
, 五 ,

代入 式中
,

再滚
,

我们郎得

一 “功、 一 。 。 。

器 丫百
。。。

零
己。 ‘ ,

, 。功山
, 浑 、 口 口

上式第一积分用 来代表
,

可以改写为

,

产
, , , 、 ,

八了 犷 。
二 立工 犷甲 飞一 别 “气不二 十 下

,

犷 吕 口 ‘愁 份 一只一之肠口

、
、

口。 《 口 、 艺 刁刀

其中 厂 函数的偏微商仍是从 汉 式求得
,

工
尸

互
引

”

艺
一

。,,
、

。。 。

瑞
,

石爪‘公杯
一

〔二 。佣 。一 。, 一物 , , ”滋 “ 口〕票

日刀 息 】。 夕一 ,

〔 。。。夕一嘛
, 尸喇

”
刃吾

叻 口一 饥

【 ,

。口一 饥

二 塑二 」一
二

一 刃。 ” 俨 “ 夕」剖

很容易看出 , 当 二 ,
, 粉 , 的拯限为零 如果将上面的极数中 , 二 项代入

,

那

末它的拯限为

, 、

沈 月 〕一 下

阳 石 号万。生 。

砂“ “
·

再利用平均位定理
,

, 、了

一 , 饭二石 艺
功, , 刀, ,

‘

毓 百 己夕 一
河

六
加

回到 式
,

从此我俩得到 劝与 劝的关系

万刃

物 一一二二
廿 ‘

声 弓

卿
,

,

。, 、。 。 己

最后把 式所抬的 函数代入
,

便可得到 式
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附注二 方程 的推演

合 式的最后一项为 泞 劝
,

刻

。 一

孚币
“ , 。 ‘。

山
一 。 一 、一 ’ “ “一

一
其中 。,

叻一 , 一粤一二了 可以直接积分
,

但要注意下 几种不同情兔
“ ” 刀一万夕丁 一夕 ‘

当 灯《 时
,

,

卜

’

「”

吻
又吕 , 刃尸 了一

叫

一了亘一刃一一刃工
” 刃一岁 ” 一岁 ”

韵 命
一云

当 《 簇刃时
,

“
, , 一一一鱼乙 一

。

止 悄 , 刃 一 一一一一百

一
万了个 — 旦

— 一 口
” 刃一万 万 一 沙 ” 刃一功万 夕一 ” “

青 云云 布
一布一一 派 十一 气于

土 一 ‘
一

石

当 簇 《 刃时
,

, 、 ,
·

。 「一 怜
又 , 叨 一一一一 爷一一一万“ 吕

“ ” 刀一功万 万一 ”

公

沪

依据这些桔果 , 召 叻便可从 式中静算

“ 一黔斋 写 嵘
。

黔
‘俩 叻 ,

汀 「, 一 ,

「二 、
、 , , , 、 , 、 , 、 、

〕
十 佗厂 又吕 吕十 止 切一 , 刃 又刃一 己 一 止 叨十 , 刃 戈刀一 己 亡十

‘伪 ‘ 一 勺 肋 ,

己 「
十皿 刀 二尸 砚

。、 肠刀

刀 ‘ , 。 。 ‘。

之
上式最后的一项为零

,

拜且因为

当 刀簇 以及 镇 《 刃时
,

丝 子三乎一王一
吻 刃 一刀

‘

当 《 刃时 丝 一了习
百一三一

吻 、刃 一刀

、
·

而 酬 一
,

、 一 。一
、切 对

一

介
。协

所以

泞 ”
。

一 二
、刀

百 夕
二

味

扮

一刀

己。

丫二丫
百卫交上

一

黑 。

、 刀 , 谷一刀
‘

丫 石

一 丫与叮一 一
刀 一刃 活 刃

。 “
六

。拗
·
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