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关于弹塑性混合体的变分原理及其应用
’

解 伯 民
中团科学院力学研究所

引 言

关于弹性及塑性体力学的变分原理已有不少学者研究过 ‘参若文献 「 〕 胡海吕

在他的渝文 〔 中什赋与了这些变分原理以 当魔泛的形式 但是研究弹塑性棍合体

的变分原理并守巴已侧应川
一

其体简题的 非 就作者所头“
,

还为数小多 由于在弹塑性

棍合体的力学周题中
,

攫朔怜厌域的分少林事先鉴不知邀的
,

因而川腿格的方沙求解这类

阁题遭遇到了
一

践去的数学困难 考虑到变分原理在哪竹力学中应用时所镬得的 行火成

功
、

我俨汗 然就担到把这 个有效的 认批鹰应川
一

弓琴塑性祝合体的力毕阴题 只使求得

某业阴翘的近似解签 本文的第
一

廊推炭 州 的粉, 泌而翻
一

明 玲 厂弹塑竹祝介体的曲

个一般性裔分原理
’

已俨 的收殊洁形就是普如
一

解的协能原理和余能原理 第
一

颐则

川一个的甲的例子来撇明势能原理的应川 在第四饰内
,

我侧利川一般性变分原理推

琪了圆薄膜的大携度弹塑性变形的基本方程并作出了近似解 山近似方法所得到的拮

果可似不出
,

在若干弹塑性棍合体的力学周题中
,

和在弹性力学中一样
,

应用变分原理

家求近似解可只戎是一价
、

相当有效的方法 为
一

筒翠起 见
,

我们在下面只限于考虑筋

革加戴和形变理流的塑性应力应变关系
,

但是要把这些桔果推炭到增二乡堑理箫的情形 自

然堆遗选理谕的形式要特合一定的条件 是并不困难的

变 分 原 理

考虑一处干平衡肤态的弹塑性物体
,

段这 个平衡肤态是山自然肤态释筋跟加裁的

过程而达到的 靛物体的 部分 厂 , ,

系处 于塑性肤态
,

而 兄一部分 犷。

系处
一

曰侧生肤态
,

。

和 厂户 的分界面是 艺 ,

物体的表而是 方 ‘例 山下面对 于变分原理的征明容易若

出
,

本文所有的桔榆完全不 淤于圆 这种特殊情形 对于物体内存在有数 个弹性及塑

性区域
,

分界面不是在物体内的 别曲而 同 幻 等伪形
, ‘

已俐仍然是止确 的 靛在

石 午 月 「斗丈到
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的一部分
。

上外载荷已知
,

而在 的其余部分 凡
一

位移系指定
。

对于这个周题
,

我

们有苹衡方程 ’

哪夕
邵

孕 风二 。, ‘
,

一
,

。
, ,

下同

甸

应变 匀‘与位移 、‘的关系式

次纯 , , 、 , 、 日吸
,

刁峋
, ,

八

氏‘ 下 一 又刁、

水不日 , 汽岁 军万一 十 一二一一 沙千 少,

长
一

夕 从

应变与应力的关系式
, , 按 一 一 乃 。。 理箫
“‘ , 。岔’ 。罗, ,

环一刁一扶
一一

, ,一

誓
一

命
。‘

一

塑一

爷
一

劫
。 ,

问
,

才

挤
,

其中
, , 、 , 、 ,

一 ’

、

万面 、 生 个 , 下 “。 下厄碑 王 一 ,一 口 ‘
一“ 一 ” ”一 ” ”

一
“ “ 王

是翠位体精的弓助性能
, , 、 。 , 、 。 , 、 。 ,

’

, 。

刃 人 又 一
‘

十 又 一
‘

十 又 。一 召 ‘

十丁 戈宝十 立十 吞
, 性

是剪应变弧度

。一

材工 ‘ 。 、 二 、 二 ‘ 、 山 二 二
, ,

万‘ “ 王 “ “ 尹 ’ ” ’ ” 一 “ “ ’ 。王 , “ 吕 ’ ”

是剪应力强 度 , 一
令 是平均 、应 “ 和 ‘ 娜。是剪切和拉压 ’, 胜‘数

。

再

为拱愈简便
,

此地采用强掀 算中臂用的按爪指标求和的舰 儿不按此祝 的地方 , 均特别胜明
,

夕指标 。 与 刃按若俄系指明应变的弹性都分及妞性都分
,
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习二无 乙常数
,

而对于硬化材料
,

则有
尸二 召 ,

由此容易看出
,

应力应变关系可以窝为
、‘‘月呀,、产口

良弓二二 二一 一

口 步

日犷
氏子二 飞 一 十 入

口吮了

厂在
。

内
,

刁 名

刁 ,
在 矶 内

,

理想塑性 与
一

日尸

硫
〔在

, 内
,

硬化材料

其中

入二 少
名

八对 一
住

封户任‘乙扮

艺一名
,了受

尸

尸‘
一

月 、一 ‘ 介

另外在 丫
,

及 叭
,

的分 界而 万嫩及塑性区域内 「伟趋存在的不连祯面
,

应有位侈的巡

祯条件及应力的平衡条件 ”

试二衅
,

属 试 ,刃二 一 尸犷 一 。乳 厂

其中字 珍 几的“ ,,, 及
“ , , ”系表示山 二或 下的两边趋近时所得的梅限值

,

而 行则表示所谕

区域的外向法栽的方向余弦 录后
,

江有边界条件

在凡 匕 脚一 心二 从
,

在 丑
“

叭一风
,

〔

其中 爪 及 丽‘为已知

对于兵正 的小衡状态
,

我俐在各
一

狱 卜加一 卜指标或
‘

卜指标
“ 了 来

一

炎示 山下列条

件规定的肤态
,

我俐称为降近
”

鲜 「只凡态的第一种 “ ,

许可肤态
’‘

,

却 与 嵘 占价 ,

与 二‘二谓 各城 是彼此无关的函数
,

勺 山 。‘按 幻 式扑算 山 勺 可只确定弹性 区域
。 名 ,

塑性区域
, 召

、 、 ,

这里 的等
一

号系川于理想塑性材料少
,

分界而 三 旧二脚

柞多瓜明
,

对于 万 而君
,

条件 、及 叫 , 就扣 , 于汁沉在弹塑性区域 全琳处规宏的 卜郁位仁
、 户 泛及应力

的述拭条件
,

例如 兄【川

即 在此及以 卜
,

所酬“阶近与勺愈思
,

是在共 已变分的忿义 下 ’解的

兹



期 解伯民 关于弹塑性混合体的变分原理及其应用

一
,

以及 , 内的不莲祯面 下 郎 、不连藏的地方
,

召陈近或重合于 别
, 丫磷近或重合于

砂
,

酌峋 及其一陪偏琳数在 风
, 内是畏畏速箱 的 面数

,

郎在 名及 甲上可以有有

限的跳耀
,

但 叭 , 在 另及 下上应满足平衡条件 以及 。‘在 丫
。 犷 , 内是片片莲

琐的函数
,

其不连擅处不一定是 下 由此可知
,

第一种静可肤态 与具正状态 的差别在

于 入 , 不必满足平衡方程 及边界条件 酌 二‘不必满足连疲条件及边界

条件 以及 句峋
,

勺 不必满足应力应变关系

由下列条件规定的状态
,

我们称为 磷近于其正肤态 的第二种静可状态
,

郎

峋 乳 勺 和 二‘二岭十各晰 是彼此无关的面数
,

翎 由 二‘按 幻式补算 由勺 可以确
二

、

无 、 一 无 、 , 无 、 一
定弹 , 区域 犷。

瑞头
,

塑性区域 ,

刀 石汁
,

分界面 多 一 借分 及 凡 内
’学

’
一

’ “
‘

一 又
, ’

一
一 ’

尸 ‘ 一 沁
“ ‘ ’ 一 ‘

一 、 另仔
‘

一

的不逆疲面 郎 勺 不速擅的地方 万磷近或重合于 梨
,

州舞近或重合于 砂 酌 ‘在
。 犷 , 内是速箱函数

, 二‘的一隋偏琪数及 , 在 上可以有有限的跳耀 以及 对

于理想塑性材料
,

在 犷 , 内习一无 由此可知
,

第二种豁可状态与具正状态 的差别在于

几 , 不必满足平衡方程
,

平衡条件 的 及边界条件 句叭 不必满足边界条

件 么及 吼 , , 几 , 不必满足应力应变关系

现在来敲明下面两个一般性的变分原理

魔义余能原理 在第一种静可肤态中
,

具正的平衡状态使下列泛函取拯值
,

郎

” 一 ”

于釜 补 俨 叨
。

“ 一

价“
“一

加
,

刀 。

了一 “ 一“
·

犷旨十 另

换句器税
,

列泛函的以具正肤态为基磁的一次变分为零 对于理想塑性材料
,

其中的

仇 对于硬化材料 ,’在 犷 , 内
,

在 犷
。

内 “

题 我们只要靓明在 犷 , 内没有 下这个特殊情形就可以了 因为从以下的征明不难

淆出
,

在 气 内有
‘

存在的锡合
,

敲明完全是类似的 对于界面 习可么变分的算式

”

川箫 句。
一

拼瓷 瓜 咖一

玛箫
十

劝‘和

衅
·

嵘 占叽
‘

嵘

廿︸俩
一

「 汀共 日口 ‘

川 岑丝 又 、穿己。

川 共华乙 万
‘ 从如

一 一

构
‘

一
, 一 , ‘“ “ ’

、 构
’

一
’ 玛

、

一 ’

叮 占几
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两式相加有

。

洲釜 二 咖
一

川
占

釜
十 瓜 月佩

下军十咋 代 嵘

同理
“

。

“ 一 “犷
。

“
·

此十心 嘴 心

日川
。

又当 凡 为减少时
,

“ 尸
。

“ 一 脉
。

、。一 「
。 ,

叮 心一 几

因为 尸 在 占 内为零
,

故土式也可篇作

谷 ,

,,,‘,‘月,

⋯
目,凌‘,

“ 尸
。
“一 “尸 。了‘ , “‘

。

“一 “尸
。‘汤 ,

厂云 林一吞几 吕了
’ , 不节

币 当 叔 , 为君加“、

“ 尸八 了“ , 一 “刃
,

“ , ,

十 尸 ‘, , ,

了
“

,

攀 西不
’

,

因为在 舀 内 尸
。

为零
, 故 卜式也可究作

”
·

一一 尸 。

而 各尸
““一

犷霎 叮 欲协

其中右端的第二项比之于第一项颖然是更高陪的小量
,

因为只考虑一次变分
,

故有

“

丁
尸一‘一 占

‘’
“ 夕,

叫
, 昙 心

绷然当 一部分为增加
,

一部分为减少时
, 卜式仍然正确 注意到 ’

一 万
, 。

, , 气二一 一

约王

己尸
“叱 蔬

”鲡

再应用熟知的
,

盼八似戒
一

关于体褚分与而稍分的悴换公式 我俨 白然假定曲血 方

及 万是容卉应川这个公式的 少,

就可脸变分式 拐 少窝成

、、一

拼釜
十

功
飒、

咧
里

瓷业一

刽
、

“了十 此 心十心

这个式 于之所以成立
,

是因力山定义 尸 的 式可以着出
, 气也 尸 龙 封 的泌藏函效

,

而比 尸 〔召 也是 名

的速没函数
,

耘
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,

犷 口尸 日心 日二宝
。

’

, , 。 二 、 。 。

十

—
一 邝尸 一 二厂一 宁

‘ ‘

”
’

“ 十 弓又城一钻侧 夕户。一
吸 肠

一 , 二。 “、 倪了
‘

如‘ 衅
‘’

”‘
’ “

·

刀口 习

其中字母上的 “ , ” 及 “ , , ”
分别表示由 , 及 犷。

内趋近于 另时的拯限值 因为在 另上
,

根据第一种豁可肤态的条件
,

助荟 一如犷
,

又因嵋‘ 衅 故上式右端最后一个精分等

于零 再由具正肤态应满足平衡方程 及边界条件
,

就知馗在上式的右

端只剩下了第二个棱分 现在来征明它也是等于零的 事夹上
,

在 犷了内
, ,

再根

据 有

旦二 丝 旦工竺 丛 丛『 为 刁肠 刁粗

、‘甲
暇匕曰卜日卜卜卜卜

在 男
·

内
,

对于硬化材料
, ,

根据 有

刁 尸 刁 呈 口 犷 尸 刁诚 日 显 八

—
—

一

一 二
—
—

二 , ‘

刁叮 刁劣 刁『 跳 刁

因此在这种情形
,

式中之第二个精分等于零 对于理想塑性材料
,

式中第二

个精分在 了这一部分自然仍等于零
,

对于在 此 的这一部分
,

可如下征明 此时

如果
,
是增加

,

那末颖然在 犷昙内
‘

召 ‘, 召 试 , 各。‘, 二介
,

而且 群 喻 砂
,

故在 犷男内

裂葬之。二十旦鳄乞。、十一
口
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鹿义势能原理 在第二种静可状态中
,

具正状态使下列泛函取拯值
,

郎

一“

洲嚼
一凡“了一犷

。

一“尸
。

、一 钻二 “一 , 了、‘犷一“‘ , “ 一

换句活歌
,

上列泛面的以具正肤态为基磷的一次变分为零

靓 和 面一样
,

只要征明在 犷。 内没有 下 的情形就可以了 因为只考窟一 次变

分
,

故

洲州口⋯
“

了 下
了

喻荟
一孙犷一犷

。

一 。尸
。

面一

加 、荟
一二 、一 。

。

一
·

应用 卫 八 肠哎 公式

刁 易
刁心

代 嵘
,

郎可牌变分式 窝成
、户户户

一一一
八

叮 嗯

二 二
‘

,

「 日,‘呈 日〔 尸 。

盛‘ “‘ 石刁个 甘 气丁一 一 一一一一丁了一一一一 十
气 口‘ 工

岭十心
刁,‘兰 刁幼苍 刁 叮户

, 甘
’ , , 。

、

。 、 、

十
一

下了
一

十 下甲 , 一

一
二一一 一

。‘ 十 二 “ 卜卜 毛 乞一尹盛 杯盛“巧 一
巍 口 口

方口

一 、名 一“‘。“, ‘““

丁
、, 享

’

仃‘十 , 了
“仃尹不犷“““

·

升“ 叉

因为在 万
,

根据第二种静可肤态的条件
,

心 小 又 因 对
‘二

。 一

对
“ ,

故 式最后
、

个技分等于零
,

第一
,

第三及第四 个棱分易真然也是等于零的
,

至于第二个枝分
,

可如上

面一样的靓明它等于土等 因此 一

有儿 个牛乍殊情形位得指出姚
,

如果在 工中
,

狠定 气 , 满足平衡方程 及边界条件 、,

有

盯、一“ 〔。十叫 一 心州
一

,

州

不、 夕 方。

这就是普通的余能原理

卫
’ ,

如果在 刀中
,

限定 “‘满足边界条件 匀
,

而 系由 汽 , 按 式补算
,

那末我

俐就得到普她的势能原理 事尖上
,

,

应力应变关系可以改窝为

气一元
价

、

广 下下丁 气 ‘盛一
心 才

咬不求和
,

。, 一

像
叮‘,

艺手力

共甲 汀二 一万一
’

叮
,

中二
一一二

心

,

、一军续磐
。 是。松均

一 心

对于弹有全区域
,

歉然 中 双比升之勺户

认
么下为 了筒军起见 , 上指标汤厂卜描标 “护 均已略去
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, 二 二二

器 式

则应力应变关系可总窝为

刁
,

访 尽 、
氏 下一 十 一丈不二 一分

一‘‘

汀‘绪 汤廿 口吼少

注意到 和 群 都是应力的二次齐次式
,

因有

。 ,

粤
二 要。一 明

,

口劣幼 呀

又因

习 召
, 、 , 、

召
厂 一 口 十丽 ”

‘

一芯
’

气
“ 一

丽夕
“书一 ”以

’

“ 一 ““ ”一
丽

’

由此可知
『‘,

会
一 二一

器
一 在 矶 内 ,

⋯六
一

玲

一
’

一 无
一 厂 二 十 琴左

’

一 一二二
万《夕

丈在
, 内

,

理想塑性
,

一二一尸一叮

于
“ 尸

在 犷 , 内
,

硬化材料

飒一飒飒一飒

因而此时变分式 可以窝成

”“一 “· ”‘ 一

器
“一 二一“一

矶十肠
一 倪‘。““ 一

“ 塑
」

性 ,

或者

“ “一“ 犷 面 沙 ” “ “ 一 ‘、‘“

几 , 。 。十 ,

关才帷湘”
川

一 肠‘仄““ 一 ” 硬化“
·

料 ,
,

刀口

变分式 或 翩然就是普范的势能原理

上面这些变分原理只是肯定了
,

具正状态和与它嶙近的静可状态此校起来
,

是使某

个泛画取梅位 但是反过来滋
,

如采在所有满足补可状态条件的肤态中能找出使相应

泛函取拯位的状态
,

而且这个状态的确满足周题的全部条件
,

那末自然也就得到了具正

的解 我们 自然不便或不熊把所有的苛可肪态拿半研究
,

而只熊在补可肤态的有阻似
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域中来研究使相应泛函取梅位的状态 正就是在这个意义上
,

我们可必利川变分原理

来求得周题的近似解答 , ’

椭圆截面捍件的弹塑性扭搏

考窟一椭回截面杆件受到两端的扭矩 万 作用时的弹塑性扭棘咫题 在 出
,

毗 意义
一

下的扭搏 殷椭圆的形状是
劣 ,

一 万丁二一丁飞六下产 名叫 一 下忿丁 一书安丈下下 二
。

‘
又 十

‘ ‘

又 一 夕
‘

为了筒翠起 觅
,

殷椭圆的离心率很小
,

换言之
, 《 对于在 七 七 意义下的抓

搏
,

我俩知道
,

可似韶为杆件内的应力应变只与坐标 二 , 红有关
,

而与洽杆朝方向的坐标

无关
,

同时对于应力与位移我俩有

‘

州
、

⋯
一

。一 一伽宕 , 、“ 口二
,

、二口尹 二 ,

约
,

匕
几 丙一几一 勺二

,

其中 夕是翠位畏度的报棘 角 殷材料是理想塑性的

粕 根据 式
,

有

砚用势能原理来近似地解这 个朋

盛认” “沙 一

器
“‘十仃

且尹 。

汀 一 汀口卜二 加

其中 , 与
。

分别代表截面内的塑性 及弓助胜区域 现殷 甲二二
,

而 “ 是待定常数
,

于

是

会犷蹂十嗡 寸 一 夕“。 工手不砰一
一一

口 两
一

下凡叮 了刁刃二、
百叼气孤一“夕宁俩十“

二一
其

一 。 一

擎。和一 丫
。

、
汤 犷 若

一 ’

一 认

根据 的算式可以确定弹塑性区域的交界是
、,

十习翎
石

十 又。一习匆 二 二万 。

订

现在来升算 少式中所需要的各项技分

仃
犷 姓一

仃砂
召 口

一 三娜
,

殷 ““ ,

几
「无

,

叮
, 。

无

」
一

瓜歹“戏 一万吞一 上一 “‘

一戈丽蕊少丁或歹 」
,

妊。

自热
,

正如呀于 物成 湘 方法的了解 样
,

我们也可众把这甩的交分原理着成是使阴翅的落本方程和边

界条作以及巡蔽条件在某种嘴分意义下满足的方法〔鑫者第四筋
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, ,
,

, ,

无夕 ‘ “

二 沁尤
‘

月
目

一一 一一一二万 丁 一一 节二一

谷又一
‘

刁

‘ 各 ‘
。

上十 二一一 , 二二只犷一 , 矛井 母一 尹
叉 一叼

一

计一
一

以 ,

仃无要

夕 一
’

因为 占《
,

故我们也假殷 《
,

于是保留到 和 占的二楷项 郎得

卜
一

鹦 誓哥比一

备约
一

髓,

把这些桔果代入 加 中
,

对 。变分
,

得

‘

合赢
”

一
”

对 变分
,

郎得

诚
。 。

八 二无

卫 二二 性 十 丫十 下 一二 。‘

一 一一二 , 一一 下石下石
。 住 汤 任 廿一

沪一

这个式子的应用 自然应从杆件截面 的 周边全部到达塑性肤态时开始
,

应符合条件

而

仔
占 ,

无

口夕 一
成 一

·

如果殷 占“ ,

那末就大豹得到应有

嘿
‘

·

如果在 邓 及 中令 口、
,

郎得 。二一 占,

而拯限扭矩为

旷
』 苦

叮无砂
一

对于圆形截面的杆件
,

可在 幻到 中合 二 这时它们就拾出了这个周题的准

确解答 对于椭圆形截面的杆件
,

就作者所知
,
目前肯无精确的解答

,

只有 汕卜

二时 〔“ , 关于扁圆截面杆件的弹塑性扭搏的解 扁圆的参数表示式是 应用本文的符

分
二 占 。一 〕。

, 军 一 “‘ 〕 。。

当 占很小时
,

它就接近于椭圆 根据服格的解法
,

劝现孔吐 得到的拯限扭矩是

、 一竺翼‘、一粤。 。八二粤竺‘一粤。、
、 汤 。 、 ‘

按同时他还求得了扭矩与饵匆的关系式 但因孩式校繁
,

故不再窝出 在闹 中画出

了近似公式
,

补算的拮果以及 “ ”“效 的拮果 搬 饰 考虑到

叭 叭叻 的解对于椭圆截面的杆件而言也非准确解
,

那末应孩韶为这里得到的桔

尸刀卜厂怕肚
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果是相当满意的了

卷

万

脚

谧

实稼遗似解的桔果

皮粮 皿。它 翩认的拮果

、

,舀住

﹁引一川孺十侣

一
圆

三只卫
泥

圆薄膜的大揍度弹塑性变形

这个简题甘由 叔 〔‘ , 卫盯叩朋升 〔 ’等人研究过 前者系对将定的材料川数

字猜分法求解 后者考窟
一

理想塑性和慕函数的 刁
‘’笑 系两种情 形

,

也钻川的数字稍

分方沙
,

所作的补红
一

作 自然 址和兴繁市的 应用我洲的
一

般忆布 号原理
, 一

卜似可以

求得周题的基本方程
,

而
,

比 时也就提供
一

阴题的近似解祛
、

汁算
一

卜作筋甲了汗多
,

所

得的籍果却是相当好的 为了便
一

此较最后拮果
,

以 下就 」中所劣窟的情形来衬流

和 〔」中一样
,

我佣也用形变理箭的应力应变关系
,

井假定材料不可压箱

膜的工作情况如 圆
,

所示 周边系 固

定膜的资点的位移是 , , 叨 ,

因而应变是 考窟

到二楷刁量
己赵 八加八 ,

今一 , 厂 言飞下丁 】
,

肠
一

奋 “ 了
’

司
彻 下

·

再根据材料不可压箱的假毅
,

沿膜的祛簇方向

卜卜
, 一一

卜卜乓之之

一一一一 曰曰卜一一、 , ,

口

猫
幼 二 , , 的意义几

一

面 译 式
、

除了不玄姿的系数外
,

宝仍就分别丧示膜内的劝应力张度和的应变强度
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的应变

”二
一 。

。 一异一凡 ,

或者
。 一‘一 。 ,

其中 。
是膜原来的厚度

,

是变形后的厚度 作用在膜内的应力是 丙
,

几
,

而沿膜法

栽方向的应力 。。

澎
,

再令

叼矛
一零、

, , 一

拐材万获蕊不蔽
,

则应力应变关系可以窝为
, 、

刁尸
‘ 二万 万 又”外一口 ” 二 石石二

下
, 、

日尸
”

万下 仁芯’‘一口护
“万丙

,

, 、 , 、

其中 尸 又叼 了 以‘ 牛衡方程是月

习

、、产声、岁一八”习
沙矛‘、、百、咖

称一石二了
肠

。

十二夕护二
,

石

‘夕几脚

其中 杯 外 , 公口 。

边界条件是

在 ’
一 时

, 、 叨 “

另外有在中心的条件

, ,

,

、岁
止乙︸一一

沪了吸、

,

当 ,一 时
,

叨
二肠

,

由 式可得应变协铜条件为

或者根据

‘ 一

景沁
。

,一告摆
’

器
一

裁
,

器
一

香祭
’

·

如果由 舫 及 解出 。 ,

通过
,

来表示 ’。 ,

然后代入 ’
,

那末 和

矛才汾

沙汁
︸

中泊

就桃成了周题的基本方程
,

包含两个待求函数 叨 和 ’ 它们是非艘性的
,

要服格地求
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解 自然很困难 郎使应用普捶的势能原理或余能原理来求近似解也不大方便 现在用

前而 的一般性变分原理来近似地解这个周题 汁意到康义势能原理的算式 虽然在前

面衬萧时谨限于彬冈
、

应变
,

但要推康应用于这里所考窟的情形是不难的
,

可以肯定下

面的变分式
。

。【禁 粤丫一二、一 , 。 , ,
·

〔 , 一 。

气 石
厂

相当于阴题的基木方程 ” 及 在变分式 少中
,

、 和 几 系视为独立无关的

函数
,

不变分
, 二 满足边界条件 动

,

另外 二。

和 坯满足方程 口 夕及边界条件
。 事失

,

变分式 可以窝成
洲

叨 占叨 勿 、 ,
,

己尸 、 ,

刁尸 。 。

谧叮边 一 一

—十 又 一二 】 几一路 下一 ’一 九 二一 口一 矛
几

’

以 洛 、“ 口乓 口

‘

品一 杀畴佘 少
·

加喻
,

畴佘
异 价, 飞

刁件

月 舌罕

刁 活
犯 户行

、龟皿夕矛
少

彻办
、、

艺‘,
护‘蚕

之主意到边界条件 ‘。夕
, 、公 及 、。一

佘
, 、 得

一

刹畴黝
,

小
、

杏黝
’一

矍刹 矍卜一
因为 面

,

及 分是彼此独立的变分
,

却得方程 与

材 山沙 、
二一【 艺,

一 一 】十 宁
·

“
’

了不尹

舫土式植分一次扑泊去 得

面的变分推琳同时还提供了求解周翘的近似方程
,

郎按 ’以 邢 方法离出的

方程

芳
·

、“

佘 二 」
“了,“一 ”,

︷一

尹,

业丫一丝
‘了尹 丙

日尸
氏一 二

尸

台叮 ,

。

、【毛
、呀心‘

悦口、
侣由

现引川 七从剔 谈
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凡一
会

,

凡一
誉

,

一

箭
,

评一券 一今 “一护

介

⋯
,

其中 刀 的量桐与应力相同
,

它的意义下面再定义 于是可舫 及 窝成

矛「 二
平 、

、 ,

拳【二习
,

井 止等二一 】十 腼
,

二 、一
一 ” 。

’

一 」 一

班 刁尸
、 、 尸

、 、 , ,

之 二 止兰几 一二二 子 占凡一二二一 子占习
。

卜 右二
、 二 刁二 ,

」。一
”

口二。 。一 一 “

, 一 ’

在 上面对于基本方程的变分推遵中
,

系假定 方不变分
,

由此得到了 秘却凡皿 形式的方

程柳扮
, ”“ 以下的舒算都是从这两个方程出癸的

·

我们 自髓可以步睽两个方程

的意义着得更炭泛一些
,
仓把其中的 看成是依随应力或位移或者两者而改变的函数

,

而书 及 了解为基本方程在精分意义下的近似满足

为了满足条件 及
,

我们取

不 平
。 一 若一 一 若〕

,
·

其中评
。和 。是待定常数 现在近似地来估暑卜厚度的变化 根据 的可以求得膜在

变形后的面精是

二 盯 矿摆
’ 二 。叮 ·

卜香佘
”

叮护 和砰韵
,

尹

其中 孙 沪
。 一

一 “ 根据材料不可压赫的假定
,

应有 二妒 。 ,

由此

、、了、、了︸︸,一月任
‘

月佳
口

户‘、仁、

是姆于为要满足方程

瓦 户平

及条件
,

,

段

召, 一彗
, 召。 一 若

,

其中 待定

一粤
丝 。

’一 ”‘ 名

根据【 〕的夹舫桔果
,

和 下的关系如圆 所示 我们用折艘 过 叮来近似它
,

于是有

下
,

, , ‘

二 ‘ 、

一 节 又呀纲生段 迁 ,

三

廷是在膜中心测傲所排的精果 , 【幻 中还有用翠向拉伸拭墩所得的 二
刃 的关系 , 曲技此在膜中心所没得的

精果稍微 拓些 , 因为用后者比状合现
, 故苹向拉仲的精果此地没有皿抢

沁
卜

卜日盼卜服胆
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一

协
一

劲笋式
一 人一

瓷粤六

第一塑性段 且 ,

第二塑性段 召

乃乃乃乃乃乃乃乃乃乃乃

一一一一一一一粼粼

户井井一‘‘一一一洲尸一气气
一护曰口声

一一三一心丫丫尸丫丫丫
闷

⋯下口
“

口万二上
圆

介
。 ,

无
,

其中 ” ‘ 一 。
·

“又 ’‘ “ ’,

登一 ”又 一‘ ,

言一“”“ 一‘

下。 丫 一 ,

下 一 丫 一 , ,

入。“ 一“ ,

入 丫 一召

根据 奴夕式
,

由条件 二二介。 及 凡 郎可决定强塑牲交界 葺。
及第一与第二塑性区

交界 爹, 为

套
。

一寸下玩二二万牙

若一
一 扩 二洲

叼

在

准仁呼

。
左吕
皿 ,

左早
‘ 一斌砂

’

‘

幻 喃为六书赞上范 五内的应变
,

凡小
,

从 〔往盯跳 的圆 不品确定 刃 ,

法叭所取的 扣
’

吮拉取锡工创驯生系软

为 竺工上义 土。 ‘ 。 , 、、 仁域 。、 。工 的材料妞‘‘炭剔少

沁
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根据条件 氛 可得

召了 瓜
下 一关于下 户 分 言尸芍不井言
浴 丫 芯 石 。 丫 多 西

此时膜的中心部分 普《 若。系处于第一塑性段
,
而外圃部分 若。《 若《 处于弓单性肤态

根据条件 》氛》 可得

袱了棍

厄牙育面户 ‘公产 若万育万

此时膜的中心部分 《 若《 彗处于第二塑性段
,

而外圃部分 若《 杏《 处于第一塑性段

根据 。和 的数值及 式容易敲明膜内不会同时存在三状种态 弹性段
,

第一及

第二塑性段

在弹性段
,

第一及第二塑性段的 尸 分别以 几
,

几 及凡表示
,

根据
, ,

,

甜式
,

得

一一讥一机
刁尸。

刁丐

刁尸

, 若 , 一彗

一 豹
一丫 护一 舀十肠

二探二里翌翼一
梦一 杏

,

。、 左 刁尸 , 一 。 一舀 、 一妄
十 ‘‘二二‘‘ ,

二 ‘ 一二芬共三井 二井二笼二二书共 十 一一一不二一一

一七八。 口口 雪
乙

一沽 雪十沾 勺八。

户黔
,

釜
一 月 一若

穿 若一 彗 。

,

一右、
十一‘长二一二‘

八

机丛机

其中 以
下

。

、
,

八

一
声二二 , 一

,

一
,

灯二 一 二 二 性 二于
叫

一
, 。

丫 长入。
‘ ’

石八 一
把所得到 的桔果代入 及

,

注意到

各万二 一 舀一 一 若〕占平
。

不
。 若一若占 ,

习护
一若占

,

甜
。 一 曹 二

、、、、,

、
岁“

柳

产、
‘

了‘、

, 。

二“ 一 , 、

兮
‘ 、

兄成植分荆橱单地淤算以后 即特 二二 ,

以友
仕口

户 若 二 万
。

二 一 臀 封李一 、。氛一 。
粼警动 一

刀叫动
刃 , 、

膜处刊赞胜及第一塑性段

或者

二 一 黔掀
一

淤
”。一劝 。警钊

一 ”

二 。

一 了万泊 氛 膜处于第一及第二塑性段

共中 户一 而
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子 ,

—
厂

一
, 一

一。 琴 书
, , , 、 。 琴 琴勺

仁雪少“ 剧 犷一 育幼十二 肠 ,

仁雪夕 剧 护一 百肠十育 以”
丫

“
丫

“
万

由 式
,

因为 药或 曹可以通过 伪 表示
,

因而 及 就通过参数 决定了

和 。 的关系 利用它们来造行补算是很方便的 如果我们当初忽略厚度的变化
,

却

殷 一 。 ,

那末只要在 上面的桔果中令 环一 就可以了 另外不难征明 和 所
、

, , 、 ‘

二
二

尸
、 , , 二 , ,

悯足的 岁一 昨 。曲救小但本身遵授
,

而且 不万
一

也是到处连栩附
。

“ 犷

假殷膜全部在弹性段内 ‘氛
,

并且忽略厚度 的变化
,

由 及 可得
环、

,

而准确解
,

是 详
。二 乃 羡差不足 界

根据 及 ‘ 即 卦算所得的拮果换在圆 甲 中
,

圆 卜同时画出丫 以邹 。 的实输

桔果和他用数字精分求得的桔果 只在膜快破裂时
,

近似解和准确解才有此较明期的

差别
,

这个差别的原因主要是由于在镜度较大时
,

我俩对于厚度变化的拈舒太粗略的椽

故

户
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