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MILU- CG方法和绕旋转圆柱流动
的 数 值 研 究

Ξ

凌国平 ①　　凌国灿②

(卞荫贵推荐 ,1996 年 1 月 31 日收到 ,1997 年 12 月 29 日收到修改稿)

摘 　　要

本文采用以修正的不完全 LU 分解作预处理器的共轭梯度法 (MILU- CG) ,结合高阶隐式差分

格式 ,改进了作者 (1992)提出的基于区域分解、有限差分法与涡法杂交的数值方法 ( HDV) ·　系统

地研究了雷诺数 Re = 1000 ,200 ,旋转速度比α∈(015 , 3125) 范围内 ,绕旋转圆柱从突然起动到充

分发展 ,长时间内尾流旋涡结构和阻力、升力系数的变化规律·　计算所得流线与实验流场显示相

比 ,完全吻合·　首次揭示了临界状态时的旋涡结构特性 ,并指出最佳升阻比就在该状态附近得到

·　

关键词 　旋转圆柱 　涡结构 　有限差分法 　涡法 　预处理共轭梯度法 　不完全 LU 分解

中图分类号 　O241 ,O357

§11 引　　言

绕旋转圆柱的流动是一种复杂的非定常流动·　它包括非定常边界分离 ,旋涡的产生和释

放 ,与涡尾流的相互作用等一系列复杂的流动现象·　圆柱的旋转将减弱和抑制在柱体某一边

流动的分离和旋涡的释放 ,同时加强和发展在柱体另一边流动的分离和旋涡的释放 ,从而有一

个垂直来流方向的升力作用在柱体上 ,这就是 Magnus 效应·　影响流动最重要的参数是旋转

速度比α( = Ωa/ U ∞,Ω为圆柱旋转角速度 , a 为圆柱半径 , U ∞为来流速度)·　改变α的大

小 ,将显著改变柱后涡尾流的旋涡结构 ,进而改变作用在柱体上的升力和阻力·　搞清这种影

响规律 ,是当今流动控制研究中的一个重要课题 ,倍受国内、外流体力学界的重视·　

早期的研究集中在小旋转速度比α和低雷诺数 Re的范围·　80年代中、后期开始对较大α

和较高 Re 的流动进行了一系列实验[1 ] —[3 ] 和数值[3 ] —[6 ] 的研究 ,但由于实验手段和计算条件

的限制 ,多只限于突然起动后的初始阶段和柱后的近尾流区·　对较大α时 ,旋涡的释放是否

被完全抑制、流动趋于稳定 ,还存在不同的看法·　例如 ,文献[5 ] 指出 ,在 Re = 200 ,α = 3125

时 ,有多于一个主涡的所谓单边释放涡的现象 ,这是与文[1 ] 的实验结果相矛盾的·　文[1 ] 实

验观察指出 ,此时在第一个主涡释放后 ,流动即趋于稳定 ,以后再无涡释放·　最近文[7 ] 对 Re
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= 1000 ,较大α∈(015 ,6) 范围内绕旋转圆柱长时间的流动进行了系统的数值研究 ,支持了文

[1 ] 的观点 ,但未对临界状态的流动特性作更深入的探讨·　

作者 (1992)曾提出并应用基于区域分解、有限差分法与涡法杂交的数值模型 ( HDV) ,成

功地计算了突然起动流[8 ,9 ]和振荡流[10 ]绕圆柱的流动·　随着流动复杂程度的增加 ,对数值计

算的精度和稳定性提出了更高的要求·　除可进一步细分网格外 ,更应采用高阶 (大于二阶) 的

隐式差分格式 ,这样将产生一个宽带 (多于三对角)的大型稀疏矩阵方程·　对此矩阵方程 ,力学

界多数采用的传统的交替方向线迭代 ,结合三对角矩阵追赶法或强隐式迭代求解的方法 ,已不

复适用或效率较低·　本文采用先进、高效的以修正的不完全 L U 分解作预处理器的共轭梯度

法 (M IL U- CG) ,成功地处理了这一问题·　它不再需要交替方向迭代 ,就可将一个多维 (二维、

三维)问题同时联立快速地求解出来 ,是目前在大型科学计算中属于最优一类的算法[11 ]·　本

文将 M IL U- CG结合原先的 HDV 方法 ,系统地研究了 Re = 1000 ,200 ,α ∈ (015 ,3125) 范围

内 ,绕旋转圆柱从突然起动到充分发展 ,长时间内尾流旋涡结构和阻力、升力系数的变化规律

·　计算所得流线图与实验流场显示相比 ,完全吻合·　首次给出了临界状态时的旋涡结构特

性 ,并指出最佳升阻比就在该状态附近得到·　

§21 数 学 模 型

设不可压粘性流体沿 x 正方向 ,以均匀速度 U ∞流向半径为 a ,且以角速度Ω按逆时针方

向旋转的无限长圆柱·　取原点在圆柱轴心 ,但不随圆柱一起旋转的极坐标系 ( r ,θ)·　将涡量

ω,流函数 Ψ ,径向、周向速度 ( V r , Vθ) 和变量 t , r ,分别用 U ∞/ a , U ∞a , U ∞, a/ U ∞和 a 无

量纲化 ,并为使柱面附近网格加密 ,引入变换

r = exp (2πξ) , θ = 2πη

则无量纲形式的流动控制方程为

E
5ω
5 t

+
5

5ξ( Uω) +
5

5η( Vω) =
2
Re

¨2ω (211)

¨2Ψ = - Eω (212)

其中

¨2 =
52

5ξ2 +
52

5η2 , E = 4π2 e4πξ, Re =
2 U ∞a
ν

U =
5Ψ
5η = E1/ 2 V r , V = -

5Ψ
5ξ = E1/ 2 Vθ

在柱面上 (ξ= 0)需满足不渗透壁面的无滑移条件 ,

Ψ = 0 ,
5Ψ
5ξ = - E1/ 2α

ω = -
1
E

52Ψ
5ξ2

, 　　ξ = 02 (213)

在无穷远处 ,圆柱旋转对流场速度和涡量分布的影响可忽略不计 ,即

5Ψ
5ξ = E1/ 2 sin (2πη)

5ω
5ξ = 0

, 　　ξ→∞ (214)
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另外 ,还要满足周期性条件
Ψ |η= 0 = Ψ |η= 1 , ω |η= 0 = ω | η= 1 (215)

初始条件为
ω | t = 0 = 0 , 　　ξ > 0 (216)

由方程 (211)～ (216)求得流场中的涡量分布后 ,就可推出沿柱面的压力和切应力分布 ,进

而求出阻力系数 Cd 和升力系数 Cl ,

Cd =
2
Re∫

1

0

5ω
5ξ - 2πω　本

ξ= 0
sin (2πη) dη

Cl =
2
Re∫

1

0
2πω -

5ω
5ξ结合

ξ= 0
cos (2πη) dη 范围

(217)

§31 数 值 方 法

数值求解的基本思想是作者 (1992)提出的基于区域分解、有限差分法和涡法杂交的数值
方法 ,并在差分格式和求解方法上作了较大改进·　

将流场分解为靠近柱面的内区和余下的外区两部分·　内区采用有限差分解 ,外区采用网

格涡解 ,内外区流动通过交界面互相耦合·　

对方程 (211)中的对流项采用三阶偏心格式 ,以 5 ( Uω) / 5ξ为例 ,其离散形式为 ,

5
5ξ( Uω) =

( ( Uω) i +2 , j - 2 ( Uω) i +1 , j + 9 ( Uω) i , j

　 - 10 ( Uω) i - 1 , j + 2 ( Uω) i - 2 , j) / 6Δξ　　　　U i , j > 0

( - 2 ( Uω) i +2 , j + 10 ( Uω) i +1 , j - 9 ( Uω) i , j

　+ 2 ( Uω) i - 1 , j - ( Uω) i - 2 , j) / 6Δξ　　　　　U i , j < 0

5

方程 (211)中的粘性项和方程 (212)采用二阶中心差分格式·　方程 (211) 的时间推进为隐

式的·　这样得到的差分方程 ,其系数矩阵分别为 9 对角和 5 对角的·　我们统一采用对宽带大

型稀疏矩阵都适用的修正的不完全 L U 分解的预处理共轭梯度法 (M IL U- CG)进行求解·　

预处理共轭梯度法 ( PCG)是近年来计算数学领域内发展十分迅速的一类求解大型稀疏矩

阵 A 的极其高效的算法[11 ] ,其计算效率依赖于预处理器的选择·　所谓一个好的预处理器就

是设计一个矩阵 M ,满足 (1) M 易求逆 , (2) M - 1 A 的条件数远小于 A 的条件数·　求解方程

组 A X = b 的预处理共轭梯度法 ( PCG)可简述如下 :

X ∶= X0

g ∶= A X - b ; h ∶= M - 1 g

d ∶= - h ; δ0 ∶= g T h

if δ0 ≤ε then stop

R ∶continue

h ∶= A d

τ∶=δ0/ ( d Th)

X ∶= X +τd

g ∶= g +τh

h ∶= M - 1 g

δ1 ∶= g T h
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if δ1 ≤ε then stop

β∶=δ1/δ0 ; δ0 ∶=δ1

d ∶= - h +βd

goto R

目前比较先进的预处理器有不完全的 L U 分解 ( IL U ) ·　定义下标集 S A =

( i , j) : aij ≠0
出阻力

·　若仅对矩阵 A 中下标属于 S A 的 aij 进行 L U 分解 ,这就是 IL U 分解·　由

于 A 的稀疏性 , S A 中的元素很少 ,因此 IL U 分解比L U 分解的计算量要小得多·　若将 IL U 分

解中略去的量 - ar
i ra

r
rj , ( i , j) ∈ S A 加到主对角线元素上 ,就形成最简单的一种更有效的所谓

修正的不完全 L U 分解方法 (M IL U) [11 ,12 ] ·　

M IL U 分解的算法可简述如下 :

　A 0 ∶= A

　for r ∶= 1 to n do

　begin

　　for j ≥ r and ( r , j) ∈ S A do

　　　ar
rj ∶= a r - 1

rj

　　for i > r and ( i , r) ∈ S A do

　　　ar
i r ∶= a r - 1

i r / ar
rr

　　for i , j > r and ( i , r) ∈ S A and ( r , j) ∈ S A do

　　　begin

　　　　q ∶= - ar
i ra

r
rj

　　　　if ( i , j) ∈ S A then ar
ij ∶= a r - 1

ij + q

　　　　else ar
ii ∶= ar

ii + q

　　　end

end

执行完毕后得到的 an
ij , ( i , j) ∈S A ,分别赋给下、上三角矩阵 L , U·　则预处理矩阵 M = L U

的求逆就成为简单地向前与向后回代计算·　

在同样的精度控制下 ,MILU- CG方法的求解速度是传统的线松弛 LSOR 结合 LU 分解方法

的 6 —8 倍[11 ,12 ] ,且这种计算速度上的优势 ,随着矩阵规模和复杂性的增加 ,会变得更加明显·　

目前 ,在大型矩阵方程的计算中 ,后者已被前者所取代·　

涡法部分的计算仍与原方法一样 ,详细过程请参阅文献[ 8 ] —[ 10 ]·　

§41 结 果 分 析

本文分别计算了 Re = 200 ,1000 和α∈(015 ,3125) 范围内 ,均匀来流绕旋转圆柱的流动

·　内区细网格 ,网格数为 144 ×240 ,对应物理平面区域为 a ≤ r ≤3 a ,0 ≤θ≤2π·　外区粗

网格 ,内外区粗网格总数为 300 ×240 ,对应物理平面区域为 a ≤ r ≤110 a ,0 ≤θ≤2π·　时

间步长为Δt = 0101·　计算终止时间为 t = 80 ·　

图 1 是 Re = 200 , (a) α = 015 , t = 3 , (b) α = 3125 , t = 5 时计算所得的流线分布图与
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(a) α = 015 , t = 310 　　　　　　　(b) α = 3125 , t = 510

图 1 　计算所得流线图和实验流场显示的比较 ( Re = 200)

图 2 　 Re = 200 , (a) α = 015 , (b) α = 110 , 在时刻 t = 2410 时的流线与涡量分布图

537MILU- CG方法和绕旋转圆柱流动的数值研究
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(a)

(b)

图 3 　对(a) Re = 1000 ,α = 310 , (b) Re = 200 ,α = 3125 , 在时刻 t = 24 ,45时的流线与涡量分布图
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图 4 　临界状态时的涡量分布图 ,对 (a) Re = 1000 ,α = 212 , (b) Re = 200 ,α = 210

图 5 　对 Re = 1000 ,200 , (a) 平均阻力系数 Cd , (b) 平均升力系数 Cl ,

(c) 平均升阻比 Cl / Cd , 随α的变化曲线

737MILU- CG方法和绕旋转圆柱流动的数值研究
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已有的实验流场显示照片[1 —3 ] ,[6 ]的比较·　由图可见 ,计算结果与实验结果是完全吻合的·　与

其他计算结果[3 —5 ] ,[7 ]相比 ,也很接近·　这有力地证明了本文方法的准确性·　

改变α,柱后尾流将呈现不同的旋涡结构·　

图 2 是 Re = 200 , (a) α = 015 , (b) α = 110 , t = 24 时的流线与涡量分布图·　柱后可

见由上下柱面周期交替释放涡形成的 ,类似固定圆柱绕流时的那种 KÀrmÀn 涡街样的旋涡结

构 ,流线呈较大幅度的周期性波动 ,其中心线随α的增加 ,逐渐沿圆柱旋转方向偏移·　

图 3 是 (a) Re = 1000 , α = 3 , (b) Re = 200 , α = 3125 在 t = 24 , 45 时的流线与涡量

分布图·　此时 ,下柱面上涡的发展完全被抑制 ,自上柱面第一个主涡释放后 ,流动即趋于稳

定 ,流线呈平直状 ,尾流中除了一个与上柱面相连的单边附着涡外 ,再无其他涡释放·　这是与

文献[1 ] , [3 ] 的实验结果和文[7 ] 的数值结果相一致的·　

在上述两种较小α时的周期性交替双边释放涡结构的状态 ,和较大α时的稳定的单边附

着涡结构的状态之间 ,应该存在一种过渡状态 ,我们称之为临界状态·　对临界状态时的流动

特性和涡结构 ,目前还是不清楚的·　我们用数值试验的方法 ,首次对 Re = 1000 ,200的流动找

到了各自的临界旋转速度比αc ≈ 212 和 210 ,并给出了临界状态时旋涡结构特点的描述·　图

4 就是 (a) Re = 1000 ,α = 212 , (b) Re = 200 ,α = 210 ,在临界状态时的涡量分布图·　下方

释放的涡已弱到可不被显示的程度 , 但附着涡仍存在 , 它对上方涡的结构还起着周期性的影响

·　所以 ,上方自第一个主涡释放后 ,附着涡不是稳定状态时的那种几乎平直的形状 ,而是呈起

伏的藕节状 ,且会随时间的发展 ,逐节地脱落·　这很象文[5 ] 说的单边释放涡的情形 ,只是这

种结构应该发生在临界状态 ,而不是α较大的稳定状态·　

α对作用在圆柱上的阻力、升力系数也有很大的影响·　图5分别是 Re = 1000 ,200时 , (a)

平均阻力系数 Cd , (b) 平均升力系数 Cl , (c) 平均升力系数和平均阻力系数之比 (平均升阻比)

Cl/ Cd ,随α的变化曲线·　由图可见 , Cl 随α的增加几乎呈线性增加·　Cd 也是随α的增加而

增加 ,但在临界状态前后增加的速度不一样 ,临界状态后的增长速度大于临界状态前的增长速

度·　因此 ,平均升阻比 Cl/ Cd 就有可能在某一α处 ,取得极大值·　计算结果指出 ,最大升阻比

在临界状态附近得到·　这表明了研究临界状态的流动特性对流动控制优化问题的重要性·　

§51 结　　论

11 对高阶隐式差分格式形成的宽带大型稀疏矩阵方程 ,推荐采用 M IL U- CG这一类高效

的预处理共轭梯度法求解·　

21 旋转速度比α对柱后尾流的旋涡结构和升力、阻力系数的变化 ,起着决定性的作用·　

31 存在着临界状态·　当α < αc 时 ,尾流呈类似 KÀrmÀn涡街的周期交替双边释放涡结构·　

当α > αc 时 ,尾流呈稳定的单边附着涡结构·　当α≈αc 时 ,尾流呈节状单边释放涡结构·　

41 最大升阻比在临界状态附近得到·　
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MIL U- CG Met h od a n d t he N u me r ica l S t u dy o n t he
Fl ow a r o u n d a Rot a t i n g Ci rc ul a r Cyl i n de r

Ling Guoping
( Dep a r t men t of Ma t hem a t ics , S uzhou U niversi t y , S uzhou 215006 , P. R. Chi n a)

Ling Guocan
( Ins t i t u te of Mecha nics , Aca demi a Si nica , Beij i ng 100080 , P. R. Chi n a)

Abs t r act

A hybrid finite diffe rence method and vortex method ( HDV) , which is based on domain decom2
position and p roposed by the authors (1992) , is imp roved by using a modified incomplete LU decom2
position conjugate gradient method (MILU- CG) , and a high order implicit diffe rence algorithm. The

flow around a rotating circular cylinder at Reynolds number Re = 1000 ,200 and the angular to recti2
linear speed ratio α ∈ ( 015 , 3125) is s tudied numerically. The long- time full developed features

about the variations of the vortex pat te rns in the wake , and drag , lif t forces on the cylinder are giv2
en. The calculated s t reamline contours agreed well with the experimental visualized flow pictures .

The exis tence of critical s tates and the vortex pat te rns at the s tates are given for the firs t time . The

maximum lif t to drag force ratio can be obtained nearby the critical s tates .
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937MILU- CG方法和绕旋转圆柱流动的数值研究


