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[摘 　要 ] 　研究了超音速钝锥绕流的稳定性和转捩点预报的数值计算方法 ,首先采用 Euler 方程求解钝锥绕流基

本流场 ,用所得到的物面压力分布作为粘性边界层的外缘压力分布 ,给出了基本流场的初值 ;然后应用反迭代法与

边界层渐近匹配的方法求解了钝锥边界层的稳定性方程 ,得到了钝锥边界层转捩数据. 该方法可提高计算精度 ,节

约计算时间.
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0 　引言
超音速与高超音速钝头体绕流流动 ,一直是超

音声速流动中最重要、最基本的研究内容之一 ,在导

弹飞行、航天飞行器再入大气层时的气动热特性研

究和设计中占有很重要的位置. 钝锥头部和肩部的

物理量变化比较剧烈 ,特别是在肩部物型有曲率突

变点 ,物理现象比较丰富. 同时边界层分离与转捩通

常发生在肩部附近 ,这会使钝锥产生气动不稳定性 ,

从而引起钝锥的滚转 ,并改变钝锥表面的热流分布.

因此 ,钝锥的稳定性分析及转捩预报 ,对弹头的热防

护、弹头的小型化以及滚控等一系列的技术进步 ,有

着极其重要的意义.

由于钝锥头部存在很强的激波 ,在肩部附近存

在膨胀波 ,采用直接数值模拟的方法进行转换计算

比较困难. 并且由于在很薄的边界层存在很大的熵

梯度 ,流动的转捩问题比低速流动要复杂得多 ,其机

理目前有待于深入研究. 关于钝锥的稳定性研究 ,国

外有部分实验结果已公开发表. Chokani ,et al [1 ] 发现

钝锥边界层不稳定性具有混合特征 ,既含谐第一模

态波 ,又含谐第二模态波 ; Kimmel ,et al
[2 ]研究了钝锥

的钝度对稳定性的影响 ,发现钝锥的钝度具有使第

二模态波稳定化的作用 ;Doggett ,et al
[3 ] 的研究结果

表明当有攻角时 ,钝锥的高超声速流边界层稳定性

发生了变化. 在迎风面径线上 ,第二模态波不再为不

稳定性的主导波 ,而在背风面径线上主导不稳定性

的频率显著高于由线性稳定性理论 (LST) 得到的第

二模态波. 目前尚未见到对钝锥物型的稳定性分析

和转捩预报的理论结果. 对于工程上需要的精度 ,国

外广泛使用的方法是线性稳定性理论和 e
N 方法相

结合进行转捩预报.

稳定性分析是在基本流动中叠加一个小扰动 ,

得到描述扰动发展的稳定性方程 ,通过对稳定性方

程的求解获得流动稳定性的结果. 稳定性方程的数

值求解方法包括初值求解法和边值问题的求解方

法. Mack
[4 ]应用初值求解方法求解了可压缩边界层

问题 ,Scott
[5 ]等则较早应用两个边界求解了该稳定

性方程. 对不可压流动 ,临界层在固壁附近 ,因而函

数展开的方法很有优势 ,但对于高超声速流动 ,临界

层则移向边界层外缘 ,以上方法很难发挥作用 ,因此

求解稳定性方程的迭代算法变得很重要. 本文应用

Malik
[6 ]提出的二阶差分方法求解边值问题为初值 ,

应用 Rayleigh 反迭代 ,结合外边界渐近分析 ,较精确

地求解了钝锥可压缩边界层稳定性方程.

要获得较好的稳定性分析结果 ,基本流场的解

要求有比较高的精度 ,且需要二阶导数连续 ,为此本

文采用了边界层方程与 Euler 方程匹配求解的方法 ,

即以 Euler 方程计算所得的物面压力分布作为粘性

边界层的外缘压力分布 ,而不是采用通常的牛顿压

力修正的方法来计算外缘压力分布.

本文通过对钝锥绕流基本流场和稳定性方程求

解 ,进行了钝锥绕流的稳定性分析和转捩预报 ,得到

了可靠的钝锥边界层转捩数据.

1 　基本方程
本文采用粘性可压缩气体 N2S 方程作为基本的
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控制方程

ρ 9 u
9 t

+ ( u · Δ) u = - Δ

p + Δ·λ( Δ·u) I +

Δ·μ( Δu + ΔuT) , (1)

9ρ
9 t

+ Δ·(ρu) = 0 , (2)

ρcp
9 T
9 t

+ ( u · Δ) T = Δ·( k

Δ

T) +

9 p
9 t

+ ( u · Δ) p + < , (3)

p = ρR T , (4)

这里 u = ( u , v , w) 是速度矢量 ,ρ是密度 , p 是压

力 , T 是温度 , R 是气体常数 , cp 是比热 , k 是热传

导系数 ,μ是第一粘性系数 ,λ是第二粘性系数 ,粘

性耗散项 <由下式给出

< = λ( Δ·u) 2 +
1
2
μ Δu + ΔuT · Δu + ΔuT .

在高超声速流动中真实气体效应的表面热流效应会

对流动稳定性产生较大影响 ,在本文研究的情况下

认为气体为完全气体.

2 　基本流场求解
为了在国内现有计算条件下求得能够满足稳定

性需求的比较准确的基本流场解和它们的一阶二阶

导数值 ,本文采用了边界层方程和 Euler 方程匹配求

解的方法 ,即首先进行无粘 Euler 方程的计算 ,以取

得粘性边界层的外缘压力分布 ,而不是采用通常的

牛顿压力修正的方法来计算外缘压力分布. 牛顿压

力分布的方法在高超声速时的使用效果较好 ,在马

赫数较小的情况下 ,计算结果同直接数值模拟的结

果相差比较大.

211 　边界层控制方程

对于轴对称的钝锥 ,将直角坐标系下的基本方

程转化为贴体的正交坐标系. 设 x 为流向坐标 , y 为

垂直物面的坐标 , u 和 v 分别代表 x 和 y 方向的速

度 ,则钝锥边界层方程可以表述为

ρu
9 u
9 x

+ρv
9 u
9 y

= -
d p
d x

+
1
r

9
9 y

rμ 9 u
9 y

, (5)

9
9 x

( rρu) +
9

9 y
( rρv) = 0 , (6)

ρcp u
9 T
9 x

+ρcpv
9 T
9 y

=
1
r

9
9 y

rk
9 T
9 y

+

μ 9 u
9 y

2

+ u
d p
d x

, (7)

其中

r ( x , y) = r0 ( x) + ycosθ = r0 ( x) + r0 ( x) ×χ ,

这里 r0 ( x) 是锥体在 x 处的截面半径 ,θ是物面的

切角 ,χ是锥体前沿至坐标点 ( x , y) 沿物面的长度.

方程在 x = 0 处存在奇性 ,应用 Mangler2Levy2Lees 变

换消去奇性并将方程转化为常微分方程.

令

dξ = ρeμe ue ( r0 ( x)ΠL r)
2
d x ,

dη = ρe ueΠ(2ξ) 1Π2 ( rΠL r) (ρΠρe ) d y .
(8)

这里下标“e”表示外边界相应函数值 , L r 为参考长

度. 利用式 (8) ,在ξ2η平面上 ,边界层控制方程 (5)

～ (7)可以简化为方程组

( cf″)′+ ff′+βρeΠρ - ( f′) 2
= 2ξ f′9 f′

9ξ- f″9 f
9ξ ,

( a1 g′+ a2 f′f″)′+ f g′= 2ξ f′9 g
9ξ - g′9 f

9ξ ,

(9)

其中

f′= uΠue , 　c = (1 + χ) 2ρμΠρeμe ,

β = (2ξΠue ) (d ueΠdξ) ,

g = HΠHe , 　Pr = μcpΠk , 　a1 = cΠPr ,

a2 =
(γ - 1) M

2

1 +
γ - 1

2
M

2
1 -

1
Pr

c , 　M =
ue

γR Te

,

式中β是表示压力梯度的函数 , H 是焓 , M 和 Pr 分

别表示 Mach 和 Prandtl 数.

本文采用四阶紧致格式和牛顿叠代法相结合的

方法求解方程组 (9) .

212 　Euler 方程的求解

对于 Euler 方程的求解 ,我们采用了改进 NND

格式的有限体积法[7 ]
. 该格式具有较好的环向对称

性 ,同时该方法的时间步长可以取得较大 ,过激波基

本不产生震荡.

213 　基本流场计算结果

本文采用的算例为头部半径 1 cm ,长 6 个头部

半径的钝锥. 来流马赫数 315 ,绝热壁面 ,来流静温

200 K. 在这种身部比较短、来流速度比较大、又没有

背风面的情况下 ,边界层是极薄的 ,粘性的影响也很

小 ,故不必进行粘性修正. 在马赫数比较低的情况

下 ,头部的温度也比较低 ,用 Euler 方程解出的物面

流线可以看作是等熵线 ,避免了高超声速时的熵层

修正. 此方法同求解 N2S 方程的方法相比 ,计算量较

小. 在高马赫数的情况下 ,熵层对不稳定性有很大影

响 ,若还采用本文的无粘解和边界层联合求解的方

法 ,必然带来较大的误差 ,应该采用 N2S 方程求解全

流场的方法 ,如果要保证相同的精度 ,该方法在计算

611 计 　　算 　　物 　　理 第 19 卷 　



量是巨大的.

驻点压力的计算结果为 16130 ,与公式给出的

16124 极为接近. 图 1 给出了钝锥绕流流场中压力分

布的计算结果. 从图中可以看出数值计算结果很好

地反映了流动的物理图像.

图 1 　钝锥压力等值线

Fig11 　Pressure contours for the blunt cone

3 　稳定性方程及求解
311 　稳定性方程

由于稳定性分析是在特定的站位上进行的 ,我

们采用局部笛卡尔坐标系 , x 表示来流方向 , y 表示

垂直固壁坐标 , z 为展向 (或环向) 坐标. 首先将基本

流场无量纲化 ,我们以δ3 (当前站位的截面位移厚

度) , ue (当前截面的边界层外缘的速度) ,ρe ,ρe u
2
e ,

δ3 Πue 分别作为长度、速度、密度、压力、时间的无量

纲化参数.

在基本流场上叠加一个小扰动量

u = �u + �u , 　v = �v + �v , 　w = �w + �w ,

p = �p + �p , 　T = �T + �T , 　ρ = �ρ + �ρ,

μ = �μ + �μ , 　λ = �λ + �λ, 　k = �k + �k .

(10)

　　假定基本流动的扰动波为沿流向传播的行波 ,

则速度、压力、温度的扰动具有下列形式

( �u ,�v , �w) = [ û ( y) , v̂ ( y) ,ŵ ( y) ]e
i (αx +βz - ωt)

,

�p = p̂ ( y) e
i (αx +βz - ωt)

,

�T = T̂e
i (αx +βz - ωt)

, (11)

式中α,β为波数 ,ω是谐波频率. 本文设α,β为实

数 ,ω=ωr + iωi 为复数 ,即采用正则时间模化的方

法. 将 (10)式和 (11)式带入基本方程 (1) ～ (4) 式 ,略

去扰动量的二阶项和高阶项 ,得到下列矩阵形式的

齐次方程组

( AD
2

+ BD + C) Φ = 0 , (12)

其中

Φ =

α̂u + β̂w

v̂

p̂

T̂

α̂u - β̂w

, 　D = dΠd y ,

式中 A、B 、C 均是 5 ×5 阶矩阵 ,具体元素参见文[6].

边界条件为

y = 0 : 　<1 = <2 = <4 = <5 = 0 ,

y →∞: 　<1 = <2 = <4 = <5 →0.
(13)

　　齐次常微分方程组 (12)连同其边界条件 (13) 构

成一个特征值问题

ω = ω(α,β, Re) .

系数矩阵 B 中的雷诺数 Re =ρe ue lΠμe ( l =δ为边界

层位移厚度) .

312 　稳定性方程数值求解方法

为更精确刻画不稳定扰动波的近壁特性 ,应用

坐标变换 y = aηΠ( b - η) , b = (1 + a)Πymax , a = ymax·

yi ( ymax - 2 yi )将区域 0 ≤y ≤ymax ( ymax为边界层外不

受边界层影响的一个为方便数值求解而设定的外边

界)投影到求解域 0 ≤η≤1.

在等间距节点上 ,采用交错网格技术 ,应用二阶

中心差分得到下列差分格式

f 1 A j

<j+1 - 2 <j + <j - 1

Δη2 + d1 ( f 2 A j + f 3 B j ) ·

<j+1 - <j - 1

2Δη
+ Cj <j + d2 f 3 B j

<j+1Π2 - <j - 1Π2

Δη +

Cj

<j +1Π2 + <j - 1Π2

2
= 0 , 　( j = 1 ,2 , ⋯N - 1) .

(14)

式中 <j ( j = 1 , ⋯, N)表示 <在节点 j 的函数值 ,包括

5 个分量 <kj ( k = 1 , ⋯,5) . 对于压力 p̂ ,式中 d1 = 0 ,

d2 = 1 ,其它分量则取 d1 = 1 , d2 = 0. 式 (14) 中相应

的差分系数如下

f 1 =
( b - η) 4

b
2

a
2 , 　f 2 = -

2 ( b - η) 3

b
2

a
2 ,

f 3 =
( b - η) 2

ba
.

　　一阶连续性方程的差分格式为

f 3 B j +1Π2

<j+1 - <j

Δη + Cj+1Π2 <j+1Π2 = 0 ,

　　　　( j = 0 , ⋯, N - 1) . (15)

　　由于速度和压力在固壁上的值为零 ,且在交错

网格中 ,压力不在边界点取值 ,方程组共有 5 N 个方

程. 为确定特征值 ,我们采用整体方法和局部方法两
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步骤进行.

整体方法 :

将方程 (14)和 (15)表示为下列矩阵特征值形式

�A< = ω�B <. (16)

其特征值则由式 Det �A - ω�B = 0 确定. 但由于在 y

= ymax处 û = v̂ = T̂ = ŵ = 0 会导致矩阵的奇异性 ,变

通的方法是替代边界条件为 û = ωε̂u , v̂ = ωε̂v ,

ŵ =ωε̂w , T̂ =ωε̂T ,ε取 10
- 6 甚至更小 ,这样就得到

了特征值的初步结果.

局部方法 :

以矩阵特征值方法求出的特征值为初值 ,采用

Rayleigh 反迭代方法进行改进. 为此 ,让我们回到稳

定性方程 (12) ,当η≥ηδ 时 , T̂ , û , ŵ 对η的所有导

数近似等于零 ,系数矩阵的非零元素减少到 19 个 ,

且不依赖变量η,消去 <3 (压力扰动) ,得下面的二

阶方程

<δ
1
″+ e<δ

1
′+ a<δ

2
+ f <δ

4
= 0 ,

<δ
2
″+ b<δ

1
′+ g<δ

2
+ c<δ

4
= 0 ,

<δ
4
″+ h<δ

1
+ a<δ

2
′+ s<δ

4
= 0 ,

<δ
5
″+ c<δ

5
= 0.

(17)

其中

a = b12 - c13Πc33 , 　b = ( b21 - b23 c31Πc33 ) ,

c = - b33 c34 [ c33 (1 - b23Πc33 ) ]
- 1

,

d = - c43Πc33 , 　　e = c11 - c13 c31Πc33 ,

f = - c31 c13Πc33 , 　g = c22 (1 - b23Πc33 ) - 1
,

h = - c43 c34Πc33 , 　s = c44 - c43 c34Πc33 .

　　设方程 (17)的通解为

<δ
i

= ∑
8

j = 1
cj b

j
i e

λ
i
(η-η

0
)

, 　i = 1 ,2 ,4 ,5.

将上式代入式 (17)得特征根的 6 阶方程
λ6 + pλ4 + qλ2 + r = 0 ,

其中

p = g + e + s - ab - cd ,

q = se - hf + f g + sg - abs + bdf - ced + abc ,

r = sf g - ghf ,

而λ7 = - λ8 = c55 ,对应的各特征矢量为

B
j
1 = 1 , 　　　　　　　　　 j = 1 , ⋯,6 ;

B
j
2 =

dλ2
j + ed + ah

as - df + dλ2
j

, j = 1 , ⋯,6 ;

B
j
3 = - (λ2

j + e + fB
j
2 ) , 　　 j = 1 , ⋯,6 ;

B
j
4 = 1 , 　 j = 7 ,8 ;

B
j
i = λj ·B

j
i - 4 , 　 i = 5 ,6 ,7 ,8 ;

对于其它角标 , B 为零.

当λi 大于零时 ,由于不满足远场条件 (η→∞

时 ,扰动趋近于零) ,必须舍去. 这样可以进行较精确

的局部迭代计算 ,迭代算法为

( �A - ωk �B ) <
( K+1)

= �B <
( K)

,

( �A - ωk �B ) Tφ( K+1)
= �B Tφ( K)

,

ωk +1 =
(φ( K+1)

, �A<
( K+1) )

(φ( K+1)
, �Bφ( K+1) )

,

<K+1
= <

( K+1) Πmax <
( K+1)

,

φ( K+1)
= φ( K+1) Πmax <

( K+1)
.

可以证明上述迭代的误差满足 　ωk + 1 - ω =

O (ωk - ω) 3
,其中 �<( K + 1) 是特征函数 , �φ( K + 1) 是

�<( K + 1) 的伴随特征函数.

为进一步提高精度 ,本文在不同网格点上进行

了 Richardson 插值 ,计算公式为
ωextrapolated =

( h
2
1 - h

2
2 )

h
2
0

ω0 +
( h

2
2 - h

2
0 )

h
2
1

ω1 +
( h

2
0 - h

2
1 )

h
2
2

ω2

( h
2
1 - h

2
2 )

h
2
0

+
( h

2
2 - h

2
0 )

h
2
1

+
( h

2
0 - h

2
1 )

h
2
2

,

其中 hi =ηmaxΠ( N i - 1) .

313 　计算结果分析与转捩预报

本文计算的算例为 :头部半径 1 cm ,长 6 个头部

半径 ,半锥角为 7°,来流马赫数 315 的钝锥绕流. 当

雷诺数 Re = 52911552 ,波数α= 011 ,β= 010 时 ,ω=

(01079 867 120 , - 01002 488 721 0) . 图 2～4 给出了相

对应的速度 u、v 和压力 p 的扰动波的波形. 线性稳

定性理论指出 ,在高马赫数下 ,更高的模态会起作

用 ,而且随着马赫数的不断增加 ,更多的模态会出

现 ,流动会更加不稳定. 由图可以看出 ,其扰动波形

比较复杂 ,同平板低马赫数时的不稳定扰动波的波

形截然不同 ,说明此时最不稳定的模态已经不是低

马赫数时的第一模态 ,而是高马赫数时的模态在起

作用 ,同线性稳定性理论的预言一致.

转捩点的预报 :

要进行转捩点的预报 ,群速度的计算是必不可

少的. 设特征方程为

L (α,β,ω(α,β) ) < = 0.

对α进行求导 ,并应用伴随函数φ作内积

9L
9α< +

9L
9ω

9ω
9α< + L

9 <
9α = 0 ,

9ω
9α = -

φ ,
9L
9α<

φ ,
9L
9ω<

.
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　　群速度的计算结果为

va = (01928 425 00 , 01019 672 020) ,

vb = (01101 395 0E210 , - 01169 957 0E210) .

　　本文采用了 e
N 方法预报边界层的转捩点 ,按照

实验结果 , N 取 9～11 ,计算公式如下 ,

N = ∫
XT

X
C

ωi

Vg
d x ,

这里群速度 Vg =
9ω
9α ,

9ω
9β , x 表示到边界层起点

的距离 ,角标“C”和“T”表示失稳临界点和转捩点的

x 坐标.

我们在流向的许多站位上进行了稳定性分析 ,

分别找到了对应的最大不稳定模态 ,并进行了积分.

图 5 给出了该流场的转捩预报结果. 从计算结果中

可以发现 ,在距前缘一定距离范围内 ,找不到不稳定

的模态 ,流动总是稳定的 ,随着雷诺数的增加 ,不稳

定的扰动放大因子不断增大 ,在转捩将要发生时 ,积

分曲线总是要发生剧烈的跳跃 ,将转捩点限制在很

小的范围内 ,有效地限制了范围 ,保证了精度.

　　　　
图 2 　U 的扰动波形

Fig12 　Streamwise velocity perturbation

图 3 　V 的扰动波形

Fig13 　Vertical velocity perturbation

　　　　　
图 4 　P 的扰动波形

Fig14 　Pressure perturbation

图 5 　钝锥计算的 N 值

Fig14 　N integration for the blunt cone

4 　结论
本文采用了边界层方程与 Euler 方程匹配求解

的方法求解基本流场 ,采用 Malik 提出的二阶差分

方法求解边值问题为初值 ,应用 Rayleigh 反迭代 ,结

合外边界渐近分析 ,求解了钝锥可压缩边界层稳定

性方程. 通过对钝锥绕流稳定性的模拟 ,获得了钝锥

绕流的稳定性特性及钝锥边界层转捩数据 ,取得的

结果令人满意 ,说明该方法是一种数值求解稳定性

问题的有效手段. 应该指出 ,本文的方法不仅适用于

理想气体 ,也可以推广到考虑真实气体效应的情况 ,

同时针对我国航空航天事业的实际需要 ,对其它物

型的转捩研究还应继续下去.
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STABILITY ANALYSIS AND TRANSITION PREDICTION

FOR BL UNT2CONE FLOW

LIU Hong , 　WANG Fa2min , 　LIU Jia , 　YAO Wen2xiu , 　LEI Mai2fang

( Institute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences , Beijing 　100080)

[ Abstract ] 　Numerical method for stability analysis and transition prediction for supersonic flow around a blunt cone is investigated. In order

to meet the required accuracy of the numerical values in the basal flow field , the result of the flow field is obtained by solving Euler equations

where the pressure attribution on the surface of the cone is used as the outer edge pressure attribution of the viscous boundary layer. The Ray2
leigh inverse2iteration method and boundary layer asymptotic expansion method are used to solve the blunt cone boundary layer stability equation

to get reliable boundary layer transition data. This method improves the numerical precision , and saves the computation time. It is also useful

for stability analysis of blunt cone supersonic flow.

[ Key words] 　blunt cone ; Rayleigh iteration ; stability ; transition
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