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二阶动态亚格子尺度应力模型
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摘要 : 　提出了一个基于亚格子尺度应力与速度梯度张量之间关系的二阶动态模型·　然后利用在

高雷诺数的流场直接数值解的结果对此二阶模型进行检验·　直接数值解的流场包括均匀各向同

性强迫湍流 ,衰减湍流以及均匀旋转湍流·　数值检验结果发现与一阶动态模型相比 ,二阶模型的

相关系数提高·　

关 　键 　词 : 　湍流 ; 　动态模型 ; 　亚格子尺度 ; 　Smagorinsky 模型

中图分类号 : 　O35715 ;O302 　　　文献标识码 : 　A

引　　言

在大涡模拟方法中 , 流场中的大尺度量是直接计算得到的 , 而亚格子尺度则需要进行模

拟·　与直接数值模拟相比 ,大涡模拟耗机时少 ,模型简单且比标准的雷诺应力模型更为通用 ,

它已成为一个非常重要的湍流计算方法·　大涡模拟的目标是模拟亚格子尺度应力对大尺度的

影响·　人们对利用可解大尺度量的信息来模拟亚格子尺度应力作了很大的努力·　大部分亚格

子尺度应力模型是基于涡粘度假设 ,其中应用最广泛的是 Smagorinsky 模型·　通过假设能量的

产生和耗散相互平衡 ,Smagorinsky 提出了亚格子应力与涡粘度之间的关系 :

　　τij - (1/ 3)δijτkk = - 2νt�S ij , (1)

　　νt = ( cs �Δ) 2 | �S | , (2)

其中

　　�S ij =
1
2

5 �u i

5 xj
+

5 �uj

5 x i

是可解的应变率张量 , | �S | = 2 S
—

ijS
—

ij 是应变率张量的模 , cs 是 Smagorinsky常数 ,其值在 011

～ 0127 之间·　�Δ是格子滤波的长度量纲·　

尽管 Smagorinsky 模型在湍流的大涡模拟中非常成功 ,但是它有一些明显的缺点 ,比如它

需要一个取决于流动的经验常数·　为了正确预测靠近固壁或层流的特性 ,它需要一个带有随
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机性的阻尼常数 ,此外 ,它不能处理能量的逆向传递 ———大涡模拟应有的特点 (Leith [ 1 ])·　

Germano 等[2 ]和Lilly[3 ]提出的动态亚格子尺度涡粘度模型对 Smagorinsky 模型进行了显著的改

进·　在他们的动力模型中使用了二层滤波 ,模型的常数也是通过把在二层滤波上的亚格子应

力与可解的相对亚格子应力联系起来而动态计算得到·　这个模型能给出在固壁上正确的渐近

关系 ,还能预测能量的逆向传递·　动态模型的这些优点引起了越来越多的关注并被广泛地接

受·　Yang 和 Ferziger[4 ]把这个模型用在障碍流动的模拟上 ,Zang 等[5 ]用于回旋流动 ,Piomelli [6 ]

用于高雷诺数的渠道流动 ,Moin 等[7 ]把它扩充到可压流的计算上·　不过动态模型的一个缺点

是 ,当模型系数变成负数的时候 ,有时会出现数值不稳定·　

应该指出的是 Smagorinsky 模型和动态模型都是涡粘度型的模型·　亚格子尺度应力只是

正比于应变率张量·　可以设想的是如果一个模型除包括应变率张量之外 ,还包括其他的信息 ,

这个模型将会更准确·　Lund 和 Novikov[8 ]建议包括旋转率张量·　一般认为涡的伸展是湍流能

量由大尺度传递到小尺度最主要的机制·　他们把亚格子尺度应力表达成一应变和旋转率张量

的函数关系 ,这个关系表现为应变与旋转率张量乘积的积数·　

在本文中 ,我们提出了一个基于Lund 和 Novikov 模型的二阶动态模型 ,并利用直接数值解

的数据对此模型进行了检验·　用于模型检验的湍流场包括有 :均匀各向同性强迫湍流和衰减

湍流 ,以及均匀旋转湍流·　下一节将讨论二阶动态模型的基本特征和数值检验方法·　检验结

果在第 2 节中给出·　结论将在第 3 节中作出·　

1 　方　　法

在动态涡粘模型中 ,定义两个滤波算子获得大尺度量·　一个是格子滤波 �G ,另一个是检验

滤波 �G , �G 的尺度大于 �G·　大尺度量通过以下方程求出 :

　　�f ( xi) =∫f ( xi) �G( x i - x′i ) d x′i , (3)

　　�f ( xi) =∫f ( xi) �G( x i - x′i ) d x′i·　 (4)

设 G
∆

= �G�G ,把 �G 和 G
∆

作用于不可压的 NS 方程得到两组过滤后的方程 :

　　
5 �u i

5 t
+

5
5 xj

( �u i�uj) = -
1
ρ

5 �p
5 xi

-
5τij

5 xj
+ν

52 �u i

5 xj5 xj
, (5)

　　
5 �u i

5 t
+
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5 xj

( �u i �uj) = -
1
ρ

5 �p
5 xi

-
5 Tij

5 xj
+ν

52 �u i

5 xj5 xj
, (6)

其中

　　τij = uiuj - �u i�uj , (7)

　　 Tij = uiuj - �u i �uj (8)

是亚格子尺度应力和亚检验尺度应力·　定义可解应力为 :

　　L ij = �u i�uj - �u i �uj·　 (9)

根据 Germano[2 ] , Tij、τij、L ij 具有以下关系 :

　　L ij = Tij - �τij·　 (10)
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111 　二阶动态模型

假设亚格子应力是应变和旋转率张量的函数 ,亚格子应力模型可以表达为一通用关系

(Lund 和 Novikov[8 ]) :

　　τij -
1
3
δijτkk = - 2 c1�Δ2 | �S | �S ij + c2�Δ2 ( �S ik�Rkj - �R ik�S kj) + c3�Δ2 ( �S ik�S kj)

3 +

　　　　　　c4�Δ2 ( �R ik�Rkj)
3 + c5�Δ2 1

| �S |
( �S ik�S kl�R lj - �R ik�S kl�S lj) , (11)

其中 �R ij 是可解的旋转张量 ; ( 　) 3 表示无迹分量·　

方程右端第一项是与应变张量有关的 Smagorinsky 项 ,其余项都与旋转张量有关且阶数高

于第一项·　Lund 和 Novikov 利用均匀各向同性湍流直接解的数据计算直接解应力和模型之间

的相关系数 ,并以此相关系数来检验这一关系·　他们发现如果假设模型的各项系数为常数并

且只用方程右端的任意一项 ,第一项具有最佳的相关系数 ,为 0124·　如果项数增加 ,相关系数

无明显改善 ,既使右端各项全部包括 ,相关系数也只有 0126·　如果让模型系数为变量 ,则第一

项仍为最佳项并且相关系数较模型系数为常数时更高·　但是第一项不再是绝对重要项·　项数

越多 ,相关系数越好·　这个结果说明具有可变系数的模型优于具有常数系数的模型 ,并且对于

系数可变的模型 ,项数愈多 ,精度愈好·　但同时考虑模型的精确度和复杂度 ,模型中以包括两

项为佳·　从Lund 的结果中可知 ,方程 (11) 中右端前两项为最佳项 ,在此我们以这两项作为我

们二阶动态模型的基础 :

　　τij -
1
3
δijτkk = - 2 c1�Δ2 | �S | �S ij + c2�Δ2 ( �S ik�Rkj - �R ik�S kj)·　 (12)

由于模型与滤波过程无关 ,亚检验应力可表示为

　　 Tij -
1
3
δijTkk = - 2 c1Δ

∆
2 | S

∆

| S
∆

ij + c2Δ
∆

2 ( S
∆

ikR
∆

kj - R
∆

ik S
∆

kj)·　 (13)

把方程 (12)和 (13)代入代数关系式 (10) ,得到 :

　　L 3
ij = c1 M ij + c2 N ij , (14)

L 3
ij 是 L ij 的无迹分量·　

　　Mij = - 2 (Δ
∆

2 | S
∆

| S
∆

ij - �Δ2 | �S | �S ij) , (15)

　　N ij =Δ
∆

2 ( S
∆

ikR
∆

kj - R
∆

ik S
∆

kj) - �Δ2 ( �S ik�S kj - �R ik�S kj)·　 (16)

方程 (14)代表具有两个未知量的 5 个独立方程·　通过优化空间点上的误差 ,利用最小二

乘法

　　 d
d cl

∑
i
∑

j

( L 3
ij - c1 Mij - c2 N ij)

2 = 0 , 　　l = 1 ,2·　 (17)

从中推出函数 c1 和 c2 :

　　 c1 =
( L 3 M + M L 3) (2 NN) - ( L 3 N + N L 3) ( MN + NM)

(2 MM) (2 NN) - ( MN + NM) 2 , (18)

　　 c2 =
( L 3 N + N L 3) (2 MM) - ( L 3 M + M L 3) ( MN + NM)

(2 MM) (2 NN) - ( MN + NM) 2 , (19)

其中 L 3 M = L 3
ij Mij ,相同的规则用于其余各项·　

把 c1 , c2 代入方程 (12) ,就得到二阶动态应力模型·　
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112 　模型的检验

用于模型检验的三维湍流数据是从 NS 方程的谱方法直接数值解得到的·　直接解的流场

包括 :均匀各向同性强迫湍流 , Rλ = 102 ,151和 216 ;衰减湍流 ,初始 Rλ = 113 ;旋转湍流 , Rλ =

190 和 R0 = u′/ 2πΩ = 012 ; u′是速度均方差 ,Ω是转动率·　图 1 给出的是在不同的雷诺数下

的强迫湍流能量谱·　衰减和旋转湍流的能量谱显示在图 2 中·　

在直接解中 ,密网格上的速度值已知 ,格子滤波层的大尺度量 �u i 、τij、�S ij 和 �R ij 则可由方程

(3) 计算得到·　然后再检验滤波层的量 Tij , L ij , S
∆

ij 和 R
∆

ij 从方程 (4) 中求出·　在本文中 ,格子

滤波和检验滤波都采用物理空间上的盒子滤波·　格子滤波的宽度取为 �Δ = 8Δ,Δ是密网格的

空间尺度·　检验滤波的宽度Δ
∆

由α =Δ
∆

/ �Δ求出·　α通常取值为 2 ·　

一个模型的精度是通过计算这个模拟量 M 与它所代表的准确值 X 之间的相关系数来检

验的 ,

　　 C( M , X) =
〈MX〉

〈M2〉〈X2〉
, (20)

在式中〈　〉代表在整个计算域上进行平均·　

图 1 　强迫湍流的能量谱

　表 1 精确 S GS 应力与模型之间的相关系数

模　型
强迫湍流 衰减湍流 旋转湍流

Rλ = 102 Rλ = 151 Rλ = 216 t = 8 t = 13 Rλ = 190

Smagorinsky 01203 01188 01203 01192 01207 01140

一阶 01197 01129 01129 01091 01101 01112

二阶 01719 01518 01424 01268 01262 01535
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2 　结果和讨论

对二阶动态模型检验的结果总结在表 1 和表 2 中·　为便于比较 ,Smagorinsky 模型和一阶

动态模型的检验结果也列在表中·　从表中可看出 Smagorinsky 模型的相关系数对强迫湍流和

衰减湍流约为 012 ,此值低于 Clark[9 ]得到的 0127 ,McMillan[10 ]的 0132 和 Lund[8 ]的 0124·　模型

系数为 0107 ,与 Clark 得到的值相当·　对旋转流动 ,Smagorinsky 模型的相关系数为 0114·　旋转

湍流的低相关系数说明包含旋转因素的项应考虑包括在模型中·　

图 2 　衰减湍流 ( Rλ = 113) 和旋转湍流

( Rλ = 190 , R0 = 012) 的能量谱

　表 2 模型系数

模　型
强迫湍流 衰减湍流 旋转湍流

Rλ = 102 Rλ = 151 Rλ = 216 t = 8 t = 13 Rλ = 190

Smagorinsky c 　　01053 　　01064 　　01075 　　01083 　　01084 　　01072

一阶 �c 01026 01031 01038 01035 01039 01015

二阶
�c1 　　01024 　　01030 　　01038 　　01038 　　01044 　　01014

�c2 - 0119 - 0118 - 0118 - 0114 - 0113 - 0117

一阶动态模型是基于 Smagorinsky 的模型但系数是动态确定的·　由于它具有可变系数的

特点 ,一般认为它的相关系数应比 Smagorinsky 模型高 ,但我们发现 ,对我们所检验的湍流 ,一

阶动态模型的相关系数只有 011～012·　

二阶动态模型的相关系数对强迫湍流为 014～017 ,衰减湍流为 0126 ,旋转湍流为 0154 ,显

然这些相关系数较一阶模型有显著提高·　可以认为二阶模型的改进是与模型中包含了旋转张

量有直接关系 ,因为模型在旋转湍流的情况下 ,相关系数提高最大·　另外一个有趣的发现是二
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阶模型中相应于 Smagorinsky 项的系数为 01013～0104 ,此值正好在 Smagorinsky 模型系数 0101

～0106 之内·　这说明即使动态模型的系数是动态确定的 ,它的平均值仍然反映了 Smagorinsky

的系数·　二阶模型中的另一个系数 c2 的平均值也非常稳定 ,约为 - 0113～ - 0118·　上述结果

表明 ,对于二阶模型其系数在空间稳定且与 Smagorinsky 模型一致·　

3 　结　　论

一阶动态模型是基于 Smagorinsky 模型但克服了其缺点 ,其模型系数为变量具有改进精度

的可能·　我们通过计算模型与准确值之间的相关性来检验模型的精度·　检验发现 ,

Smagorinsky 模型的相关系数为 012 ,而一阶动态模型的精度较 Smagorinsky 模型为低 ,而在某些

情况下显著降低·　为了得到一个高精度的模型 ,我们提出了一个二阶动态模型·　这一模型是

建立在亚格子尺度应力与速度梯度张量 (应变率张量和转动率张量)之间的普遍关系基础上的

·　检验结果显示 ,二阶模型的精度较一阶模型显著提高·　

最后值得指出的是 ,本文中的检验结果 ,是从所考虑的强迫湍流、衰减湍流和旋转湍流中

得出的·　如未经进一步研究 ,本文的结论有可能不适合广泛用于其它不同的流动中·　

致谢 : 　我们感谢 Garg D. Doolen 博士 ,在本文写作中与其所进行了有益的讨论·　文中的
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A Sec o n d- O r de r Dyna mic S u bgri d- Scale S t ress Model
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Abs t ract : A second- order dynamic model based on the general relation between the subgrid- scale

stress and the velocity gradient tensors was proposed. A priori test of the second- order model was

made using moderate resolution direct numerical simulation date at high Reynolds number ( Taylor

microscale Reynolds number Rλ = 102 ～ 216 ) for homogeneous , isotropic forced flow , decaying

flow , and homogeneous rotating flow . Numerical testing shows that the second- order dynamic model

significantly improves the correlation coefficient when compared to the first- oder dynamic models .

Key words : turbulent flow ; dynamic model ; subgrid- scale stress model ; Smagorinsky model
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