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摘 　要 :通过提出一种新的守恒元和解元划分方式对二维时2空守恒元解元算法 (CE/ SE)进行了改进 ,推导了改进

CE/ SE 算法的一、二阶精度计算格式 ,并给出了更高阶精度计算格式的构造方法。利用得到的改进 CE/ SE 格式

对激波反射问题、后台阶扰流问题及隔墙坑道传播问题进行了数值模拟。数值结果表明 ,对 CE/ SE 算法的改进

是成功的。改进 CE/ SE 算法有诸多优点 ,值得在数值模拟中推广使用。
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1 　引 言

时2空守恒元解元算法[124 ] ( The Space2Time

Conservation Element and Solution Element

Met hod ,CE/ SE Method) 是一种全新概念的高精

度算法。自 1995 年 Chang 提出 CE/ SE 算法以

来 ,它已在计算流体力学中得到了广泛的应用和发

展[528 ] 。这种算法无论从概念上还是从格式的构造

方法上 ,都与传统的数值方法有很大的不同。首

先 ,它把时间与空间完全统一起来同等看待 ,并从

守恒律积分型方程出发 ,通过设立守恒元和解元 ,

使格式在局部和全局都严格保证其物理意义上的

守恒律。而大多数传统算法都只是对微分方程的

空间进行数值离散 ,一般都把时间和空间分开处

理 ,这就很难严格保证本质上是时间与空间统一的

物理守恒律。其次 ,该方法把流场变量及其对空间

偏导数都作为独立变量同时求解 ,从而减少了数值

计算过程中的误差。CE/ SE 算法在格式的构造上

除了利用简单的 Taylor 展开外 ,无需任何其他的

数值逼近技术 ,也不需要任何单调性限制或特征分

解技术。

　　实际应用中我们发现 ,由于二维CE/ SE算法

采用了一种特殊的守恒元与解元划分方式 ,导致计

算单元复杂 ,格式复杂 ,计算费时 ,难于向三维推广

等问题。Zhang 曾经提出一种改进的 CE/ SE 算

法[ 7 ] ,但仍是基于一维“菱形网格”的推广。

本文提出一种新的守恒元和解元划分方式 ,推

导了一、二阶精度的 CE/ SE 格式 ,并给出来高阶精

度格式的构造方法。使用得到的计算格式对激波

反射问题、后台阶扰流问题、隔墙坑道传播问题进

行数值模拟。通过对数值结果的比较和讨论 ,说明

改进 CE/ SE 算法的优点。

2 　CE/ SE算法的改进

在应用中我们发现原 CE/ SE 算法优点很多。

但也存在一些问题 ,例如单元结构复杂 ,计算费时 ,

很难向三维推广 ,也很难构造无结构网格 ,算法没

有高阶精度格式。Chang 在提出 CE/ SE 算法时采

用三个解元来求解 Euler 方程组 ,在计算激波间断

时 ,需要添加一个附加条件 ,实际上这已经破坏了

原有的 CE/ SE 算法在时空守恒的原则。

在原 CE/ SE 算法基础上 ,我们提出了一种新

的改进的 CE/ SE 算法。图 1 所示为改进的 CE/

SE 算法的解元和守恒元结构图 ,直接采用四个守

恒元和一个解元来求解 Euler 方程组。虽然这样

做法需要增加一个守恒元 ,但它可以简单、清晰和

直接地求解具有激波间断的流场。这种改进后的

CE/ SE 算法具有编程方便、计算时间少、计算精度

高和便于向三维推广等优点。另外 ,我们已经提出

了一维 CE/ SE算法的高阶精度格式的构造方法[8 ] 。



图 1 　本文提出的改进的 CE/ SE 算法的解元和守恒元网格结构
Fig. 1 　Grid st ructure of solution element and conservation element by in t his paper

本文将基于二维 Euler 方程组和图 1 所示的网格

划分方式构造二维 CE/ SE 算法的一阶和二阶精度

格式 ,并给出高阶精度格式的构造方法。

211 　一阶精度格式

在直角坐标系下 ,二维 Euler 方程组的形式为

5Q
5 t

+
5 E
5 x

+
5 F
5 y

= 0 (1)

式中 Q = (ρ,ρu ,ρv , E) T , E = (ρu ,ρu2 + p ,ρuv ,

( E + p) u) T , F = (ρv ,ρuv ,ρv2 + p , ( E + p) v) T ,

E = p/ (γ- 1) + 015ρ( u2 + v2 ) 。ρ, u , v , p和 E分别

是密度、x 方向的速度分量、y 方向的速度分量、压

强和单位体积的总内能。

在 E3 空间中运用 Gauss 散度定理 ,可以把方

程 (1) 写成积分形式为

∮
S ( v)

H ·ds = 0 (2)

式中 S (v) 为 E3 空间中任一区域的边界 , H = ( E, F,Q) ,

ds = dσ·n , dσ为 S ( v) 上的微元表面的面积 , n为

指向 S ( v) 外侧的单位法向量。

对于解元图 1 (a) 所示的任意点 ( t , x , y) ; Q , E

和 F 的值可用在 P′点的一阶 Taylor 展开进行逼

近 ,即

M (δx ,δy ,δt) P′ = M P′ + ( Mx ) P′δx +

( My ) P′δy + ( Mt ) P′δt (3)

式中 M = Q , E , F ,δx = x - x P′;δy = y - y P′,

δt = t - t P′,点 P′为解元的中心点 ,在上一时间步

中 A , C , E和 G 也均是解元的中心点。

将式 (3) 带入式 (1) 中 ,可以得

( Qt ) P′ = - ( Ex ) P′ - ( Fy ) P′ (4)

由于 E和 F 均可表示成Q的函数 ,根据式 (4) 可知 ,

在数值求解过程中的未知量为 Q , Qx 和 Q y 。

在式 (2) 上进行积分 , 式 (2) 中的 S ( v) 取

图 1 (b) 所示的守恒元 ,得到如下结果 :

QP′ =
1
4

Q
-

+
Δt
4Δx

E
-

+
Δt
Δy

F
-

(5)

式中

Q
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4
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+ F -
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　　F -
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(6)

式中 ( Qx ) P′和 ( Qy ) P′的值可通过连续性求 ,得

　　
( Qx ) P′ = W [ ( Qx ) -

P′, ( Qx ) +
P′,α]

( Qy ) P′ = W [ ( Qy ) -
P′, ( Qy ) +

P′,α]
(7)

式中

( Qx ) -
P′= - [ Q(0 ,0 ,Δt/ 2) A + Q(0 ,0 ,Δt/ 2) G -

　　　　2Q(0 ,0 ,0) P′]/Δx

( Qx ) +
P′= + [ Q(0 ,0 ,Δt/ 2) C + Q(0 ,0 ,Δt/ 2) E -

　　　　2Q(0 ,0 ,0) P′]/Δx

( Qy ) -
P′= - [ Q(0 ,0 ,Δt/ 2) A + Q(0 ,0 ,Δt/ 2) C -

　　　　2Q(0 ,0 ,0) P′]/Δy

( Qy ) +
P′= + [ Q(0 ,0 ,Δt/ 2) E + Q(0 ,0 ,Δt/ 2) G -

　　　　2Q(0 ,0 ,0) P′]/Δy

加权函数 W [ x - , x + ,α] =
| x + |

α
x - +| x - |

α
x +

| x + |
α

+| x - |
α ,

α为常数 (本文中α = 1) 。
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212 　二阶精度格式

在改进 CE/ SE 格式的构造过程中 , 除了

Taylor 展开没有使用任何特征分解技术。若将

Taylor 展开式 (3) 展开到二阶精度 ,然后按照相同

的推导过程即可得到二阶精度的 CE/ SE 格式。

同样 ,对于解元 (图 1 (a) ) 上任意点 ( t , x , y) ,

Q , E和 F 的值可用在 P′点的二阶 Taylor 展开进行

逼近 ,即 :

M 3 (δx ,δy ,δt) P′= M P′ + ( M x ) P′δx +

( M y ) P′δy + ( Mt ) P′δt +

1
2

( Mxx ) P′(δx ) 2 +

1
2

( Myy ) P′(δy ) 2 +

1
2

( Mt t ) P′(δt) 2 +( Mxy ) P′δxδy +

( M y t ) P′δyδt + ( M x t ) P′δxδt (8)

将式 (8) 带入式 (1) 中 ,除了得到式 (4) 还可以得到

　

( Qt t ) P′ = - ( Ext ) P′ - ( Fy t ) P′

( Qy t ) P′ = - ( Exy ) P′ - ( Fyy ) P′

( Qx t ) P′ = - ( Exx ) P′ - ( Fxy ) P′

(9)

由于 E和 F 均可表示成 Q 的函数 ,根据式 (4) 和式

(9) 可知 , 在数值求解过程中的未知量为 Q , Qx ,

Qy , Qxx , Qxy 和 Q yy 。

定义函数 N ( i , x , y , t) :

N ( i , x , y , t) = N i + ( N x ) i x + ( Ny ) i y +

( N t ) i t +
2
3

( N xx ) i x 2 +

2
3

( Nyy ) i y
2 +

2
3

( N t t ) i t
2 +

( N xy ) i x y + ( N x t ) i x t + ( N y t ) i y t

(10)

式中 N = Q , E , F , Qx , Qy ; i = A , C , E , G。

在式 (2) 上进行积分 ,式 (2) 中的 S ( v) 仍取图 1 (b)

所示的守恒元 ,得到的结果为

QP′ +
1

24
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=
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(11)

式中 Qx 和 Q y 的求解方法见式 (7) ; Qxx , Qxy 和 Q yy

仍然根据连续性求解

( Qxx ) P′ = [ ( Qx ) D′ - ( Qx ) H′]/Δx

( Qyy ) P′ = [ ( Qy ) F′ - ( Qy ) B′]/Δy

( Qxy ) P′ = [ ( Qxy )′P′+ ( Qyx )′P′]/ 2

(12)

式中

　

( Qx ) D′ = ( Qx (0 ,0 ,Δt/ 2) C + Qx (0 ,0 ,Δt/ 2) E) / 2

( Qx ) H′ = ( Qx (0 ,0 ,Δt/ 2) G + Qx (0 ,0 ,Δt/ 2) A ) / 2

( Qy ) F′ = ( Qy (0 ,0 ,Δt/ 2) E + Qy (0 ,0 ,Δt/ 2) G) / 2

( Qy ) B′ = ( Qy (0 ,0 ,Δt/ 2) A + Qy (0 ,0 ,Δt/ 2) C) / 2

( Qxy )′P′= [ Qx (0 ,0 ,Δt/ 2) C - Qx (0 ,0 ,Δt/ 2) A +

　　　　　Qx (0 ,0 ,Δt/ 2) E - Qx (0 ,0 ,Δt/ 2) G ]/ (2Δy)

( Qy x )′P′= [ Qy (0 ,0 ,Δt/ 2) C - Qy (0 ,0 ,Δt/ 2) A +

　　　　　Qy (0 ,0 ,Δt/ 2) E - Qy (0 ,0 ,Δt/ 2) G ]/ (2Δx)

213 　高阶精度格式构造方法

通过二阶精度的 CE/ SE 算法的构造过程可以

看到 ,由于改进的 CE/ SE 算法网格划分为四边形

网格 ,在构造高阶精度的 CE/ SE 算法时不需要改

变网格划分 ;也不需要任何附加的特殊技巧 ,只需

要在解元上将物理量展成高阶精度即可。无论构造

几阶精度的 CE/ SE 算法都只需要求解同一个积分

方程 , 因此除了增加了计算量外 , 高阶精度的

CE/ SE 算法在构造上没有任何难度。实际计算中

还发现 ,对于三阶精度的 CE/ SE 算法作为未知数

的导数也只有 Q , Qx , Qy , Qxx , Qxy 和 Q yy 。即偶数阶

精度的 CE/ SE 算法需要求解与计算精度一致的 Q

的偏导数 ,奇数阶精度只需求解较计算精度低一阶

的 Q 的偏导数。

3 　数值验证

为了对改进 CE/ SE 算法进行检验 ,通过对三

个算例的数值模拟进行比较和讨论。

311 　激波反射问题

如图 2 所示 ,计算模型长 410 ,宽 110。初始时

在平面的左上角给定一个与上边界夹角Φ = 29°

的悬挂斜激波 , 激波左侧来流参数为 u1 = 219 ,

v1 = 0 ,ρ1 = 110 , p1 = 017143 ; 上侧来流参数为

u2 = 216193 , v2 = - 0150632 ,ρ2 =117 , p2 =115282。

右边界为自由边界 ,下边界为固壁边界。初始激波

A E 将在下表面反射一道激波 ED ,反射角度可以

精确计算为Ψ = 231279°。计算网格数 400 ×100。
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图3给出了一阶 Reo格式 ,二阶MU SCL 格式 ,

一阶和二阶改进 CE/ SE 格式在 y = 015 处的压力

系数 Cp ( Cp = 2 ( p/ p∞ - 1) / (γM ∞) 2 ) 分布图 ,图 3

还同时给出来问题的精确解。根据曲线的梯度可以

看出 ,一阶改进 CE/ SE 格式的计算精度要比一阶

Reo 格式和二阶 MU SCL 格式的高 ,而二阶改进

CE/ SE格式的计算精度要比一阶改进 CE/ SE格式

的高。

312 　激波后台阶绕流问题

计算模型长315 ,宽 315 ,台阶角点位于 x =112 ,

y = 210处。管道内初始气体参数为 u2 = 0 , v2 = 0 ,

ρ2 = 114 , p2 = 110。左边界为均匀来流 ( u1 = 113) ;

右边界为自由边界 ,其余边界均为固壁边界。计算

网格数为 180 ×70。

图 4～图7分别给出了一阶改进CE/ SE格式 ,

二阶改进 CE/ SE 格式和 Chang 的 CE/ SE 格式的

计算结果以及相同条件下的实验结果[ 3 ] 。通过比较

可以发现改进 CE/ SE 算法没有损失原有 CE/ SE

算法的精度。一阶改进 CE/ SE格式计算结果如图 4

所示和 Chang 的 CE/ SE格式计算结果如图 6 所示

均能在较少网格下描述激波后台阶绕流问题。相同

网格下二阶改进 CE/ SE 格式的计算结果如图 5 所

示更加准确 ,而二阶改进 CE/ SE 格式的计算时间

是一阶改进 CE/ SE 格式的 114 倍。

图 2 　激波反射示意图
Fig. 2 　Scheme of shock reflection

图 4 　密度等值线图 (一阶改进 CE/ SE 格式)

Fig. 4 　Density contours ( Improved CE/ SE scheme
wit h first2order accuracy)

图 6 　密度等值线图 (Chang 的计算结果)

Fig. 6 　Density contours (By Chang)

图 3 　y = 015 处的压力系数分布图 (400 ×100)

Fig. 3 　Pressure coefficient at y = 01 5 (400 ×100)

图 5 　密度等值线图 (二阶改进 CE/ SE 格式)

Fig. 5 　Density contours ( Improved CE/ SE scheme
wit h second2order accuracy)

图 7 　实验结果
Fig. 7 　Experimental result

447 计 算 力 学 学 报 　第 25 卷 　



图 8 　压力等值线 (720 ×360 , T = 11 074928 , M a = 1131)

Fig. 8 　Pressure contours (720 ×360 , T = 11 074928 , M a = 1131)

313 　激波隔墙坑道传播问题

计算模型长 118 ,宽 019 ,在 x = 012 , x = 0165 ,

x = 111 和 x = 1155 处上下各放一个高 01375 ,厚

0106 的隔板。管道内初始气体参数为 u2 =0 , v2 =0 ,

ρ2 = 114 , p2 = 11 0。左边界为均匀来流 ( u1 = 1131) ;

右边界为自由边界 ,其余边界均为固壁边界 ,计算

网格数为 720 ×360。

图 8 给出一阶改进 CE/ SE 格式的计算结果 ,

图 9给出了试验结果[9 ] 。Chang的二维 CE/ SE算法

由于守恒元和解元构造复杂性 ,不便于求解本算

例 ,而本文提出的守恒元与解元划分方式能够简便

地处理复杂边界。

通过对上面三个算例的比较和讨论 ,可以发现

改进的 CE/ SE 算法具有以下特点 :

(1) 结构简单 ,便于格式推导。

(2) 没有损失原 CE/ SE 算法的计算精度 ,能

够准确捕捉激波。

(3) 便于处理复杂边界。

(4) 便于推广到高阶精度 , 且得到二阶改进

CE/ SE 格式在计算精度上得到提高。

4 　结　论

本文通过提出一种新的守恒元与解元划分方

式对二维 CE/ SE 算法进行了改进 ,推导了一阶精

度和二阶精度的计算格式 ,给出了高阶精度格式的

推导方法。通过对气体动力学算例的计算和讨论 ,

可以看出 ,改进后 CE/ SE 算法具有结构简单 ,便于

公式推导 ,计算精度高 ,便于边界处理及推导高阶

精度格式等优点。这表明本文对 CE/ SE 算法的改

进是成功的。同时 ,它还有通用性好 ,计算量小 ,便

于推广到多维情形等优点 ,因此改进后 CE/ SE 算

法是值得推广的一种新算法。

图 9 　实验结果
Fig. 9 　Experimental result
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An improved t wo2dimensional CE/ SE method and its high2order schemes

WAN G Gang1 , 　ZHAN G De2liang2 , 　L IU Kai2xin 3 1 , 　WAN G Jing2tao1

(1. L TCS and College of Engineering , Peking University , Beijing 100871 , China

2. Institute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences , Beijing 100080 , China)

Abstract : In t his paper , t he original two2dimensional space2time conservation element and solution ele2

ment (CE/ SE) met hod is improved by proposing a new design of conservation element s and solution ele2

ment s. First2and second2order improved CE/ SE schemes are deduced and the derivation method of high2

order improved CE/ SE schemes is given. The numerical test p roblems such as shock wave reflection ,

down a step and pass a tube wit h clap board are simulated by t he improved CE/ SE schemes. The numeri2

cal result s show t hat the improvement on CE/ SE met hod is successf ul . The improved CE/ SE met hod

has many advantages and deserves extension in numerical simulations.

Key words : CE/ SE met hod ; higher order accuracy ; numerical simulation.
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