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摘　要　对插入形心的 Delaunay逐点插入算法 ,提出按单元可插度分组的双向链表组数据结构 ,避免了对最大可

插度单元的搜索。采用了邻接单元搜索、双向链表存储、随机方向搜索、邻接旋转、几何量继承等技术 ,使算法的计

算时间与生成单元数近似呈线性关系 ,时间复杂度达到 O ( N
1105 ) , N为生成单元数。算例表明 ,在一台 AMD Athlon

3200 + (主频210 GHz) PC上 ,该算法的四面体单元生成速度达50 000个Πs以上。

关键词　有限元 ; 网格生成 ; Delaunay三角化 ; 逐点插入算法 ; 单元可插度

中图分类号　TP 391

A Fast Mesh Generation Algorithm with Point2by2Point Delaunay Insertion

LI Shuixiang
1) ,3) 　CHEN Bin

1) 　ZHAO Liang
1) 　LIU Yuewu

2)

(1)
College of Engineering , Peking University ; State Key Labrotary for Turbulence and Complex System Study , Beijing , 100871;

2)
Institute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences , Beijing , 100080 ; 3)

Corresponding Author , E2mail : lsx @pku. edu. cn)

Abstract　A grouped double link data structure corresponding to element inserting coefficient ( EIC) is presented to eliminate the

search for the maximum EIC element in the point2by2point center insertion algorithm. Adjacency search , double linked element

list , random direction search , adjacency rotation , and heredity of geometrical quantities are applied to increase the efficiency of

mesh generation. The relationship between the computing time and the number of generated elements is nearly linear and the time

complexity is O ( N
1105 ) , where N is the number of elements. Example shows the generating rate of this algorithm is above 50 000

tetrahedrons per second on an AMD Athlon 3200 + (210 GHz) personal computer.
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0　引　言

基于Watson 算法的 Delaunay三角剖分是当前

最流行的全自动网格生成算法之一。其中插入形心

的逐点插入算法由于其方法简单、可靠、结点和单元

同时生成以及易于实现疏密网格之间的平滑过渡而

被广泛应用。窦一康[1 ]采用该算法生成平面全四边

形网格 ,李水乡等[2 ]则将该算法应用于边界自适应

网格。本文将该算法应用于三维情形。

逐点插入法的时间复杂度一般在 O ( N
3Π2 )到

O ( NlgN) 之 间[3 ]
, 其 中 N 为 生 成 单 元 数。

H1Borouchakai 和 S. H. Lo [4 ]、P. L. George[5 ]、K. E.

Thompson
[6 ]充分利用了单元的邻接关系 ,将随机点

插入的时间复杂度降至 O ( NlgN )到 O ( N )之间。

相对于插入已知点 ,插入形心的逐点插入算法增加

了计算插入点和查找最大可插度单元的步骤。杜群

贵等[7 ]提出将单元分为“可生成新结点单元”和“非

产生新结点单元”两类 ,但仍需在“可生成新结点单

元”中做局部搜索。本文在上述研究的基础上提出

按可插度分组的双向链表组数据结构 ,避免了对最

大可插度单元的搜索 ,有效地提高了有限元网格生

成的速度和效率。
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1　逐点插入算法及相关定义

BASE :指包含插入点的四面体单元。

CORE :所有外接球包含插入点的四面体单元集合。

单元可插度

ne = ∑
6

i = 1

int
2 li

hi1 + hi2
- 015 , (1)

其中 li 为第 i条边的边长 , hi1和 hi2分别为该边起点

和终点处的单元尺寸场参数。

三维情形下 ,插入形心的逐点插入算法主要步

骤描述如下 :

(1) 在待剖分实体的表面生成边界结点 ;

(2) 给出包含所有边界结点的初始网格 ,本文

定义初始网格为一四面体 ;

(3) 插入边界结点 :

a) 搜索包含插入点的单元 BASE ;

b) 以 BASE为起点 ,搜索 CORE及其边界 ;

c) 生成新单元并插入单元链表 ;

d) 建立新单元的邻接关系 ;

e) 删除 CORE内的单元 ;

(4) 删除拓扑不相容网格 ;

(5) 插入内部结点 ,直到所有单元的可插度均

为 0 :

a) 查找可插度最大的单元 ,以其形心作为插

入点 ;

b) 以该单元为起点 ,搜索 CORE及其边界 ;

c) 生成新单元 ,计算单元可插度并插入相应组

的单元链表 ;

d) 建立新单元的邻接关系 ;

e) 删除 CORE内的单元。

2　算法实现

本文算法中的几个主要环节及其实现分述

如下。

211　单元数据
单元数据用 C + +类封装 ,类中主要的成员变

量有 :4个顶点的指针、4个相邻单元的指针、4个面

的法向量、邻接关系表、向前和向后指针、外接球球

心、外接球半径的平方、四面体形心、四面体体积参

数、单元可插度。其中向前、向后指针用于构成双向

链表。邻接关系表 (Adjacency Table)是一个 4×4的

二维数组 ,其对角线元素 at [ i ] [ i ]表示第 i 个顶点

相对的面在邻接四面体中的面号 ,at [ i ] [ j ] ( i ≠j)

表示第 j个顶点在第 i个邻接四面体单元中相对应

的顶点号。

212　单元的存储和操作
相对于其他数据 ,单元的存储、搜索和插入Π删
除操作在计算时间和空间的消耗中占有最大的比

重 ,其存储方式对计算效率有很大的影响。Delaunay

算法的特点是每插入一个新结点都要插入和删除一

些单元 ,因此插入Π删除操作十分频繁。在本文中 ,

单元的搜索主要依靠邻接关系 ,而单元的插入Π删除
操作则依赖于双向链表。与其他数据存储形式相

比 ,双向链表避免了在插入Π删除操作时对单元的搜
索 ,有很高的效率。双向链表由首 (尾)地址和单元

的向前、向后指针所串成。双向链表中单元的插入

和删除操作见图 1。

图 1　双向链表中单元的插入和删除操作

Fig11　Insertion and deleting of an element in double link

插入边界结点时 ,单元存放在一个双向链表中。

由于搜索 BASE时一般从最后生成的单元开始 ,因

此只需记录链表的尾地址。插入新单元时插入在链

尾 ,而遍历时则按从后向前的顺序遍历。插入内部

结点时 ,由于要查找最大可插度单元 ,本文设计了按

可插度分组的双向链表组数据结构 ,如图 2 所示。

其实质相当于一个二维数组 ,第一维由MFC类库中

的 CTypedPtrArray指针数组实现 ,用于记录每组双向

链表的首地址 ,而数组的下标即是该组单元的单元

可插度。第二维仍由双向链表实现。插入新单元时

根据其单元可插度插入相应链表的链首。如此 ,在

查找最大可插度单元时只须取下标最大组的链首单

元即可 ,而无需搜索。

213　搜索 BASE
对于插入的内部结点 ,由于其是某一四面体单
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图 2　双向链表组数据结构

Fig12　Data structure of grouped double link

元的形心 ,因此其所在的 BASE是已知的 ,不需要搜

索 ,而这个特性也是插入形心算法的优势之一。对

于插入边界结点 ,则需要搜索 BASE。本文采用

S1H1 Lo
[4 ]提出的随机方向算法 ,描述如下 :

自起始点开始 ,选择所在四面体单元的一个面 ,

这个面应满足 :a) 插入点和该单元的形心不处于该

面的同一侧 ;b) 不是实体的边界。若该面的邻接四

面体不包含插入点 ,则将邻接四面体的形心作为下

一点 ,直到找到 BASE为止。为了避免搜索路径的

循环封闭 ,当有 2个或 2个以上的面可选时 ,用随机

数选取。算例表明 ,随机方向搜索算法是稳定和高

效的。本文采用最后生成单元的形心做起始点。当

边界结点为顺序排列时 ,用最后生成单元的形心做

起始点的搜索工作量很小。若边界结点排列极不规

则 ,搜索效率降低时 ,还可考虑用分区背景网格[4 ]来

加速搜索。

214　搜索 CORE及其边界
自BASE开始 ,通过邻接关系依次对其 4 个面

的邻接单元进行判断 ,分为 4种情形 :

a) 该邻接单元为空 ,即该面为实体的边界 ,则

记录该面的三角片 (CORE的边界) ;

b) 该邻接单元已被标记为 CORE内单元 ,说明

该邻接单元已经过 ,则跳过该面 ;

c) 对该邻接单元进行外接球包含测试 ,结果为

TURE ,则将该邻接单元存入路径链表 ,并将该邻接

单元标记为 CORE内单元 ;

d) 对该邻接单元进行外接球包含测试 ,结果为

FALSE ,则记录该面的三角片。

其中外接球包含测试为

d
2 ( O , P) - r

2
< 0 , (2)

d ( O , P)为单元外接球球心到插入点 P之间的距

离 , r为单元的外接球半径。当 4 个邻接单元都经

过处理后 ,从路径链表中删除该单元。取路径链表

的下一单元进行上述处理 ,直到路径链表为空。如

此 ,可以获得所有的 CORE内单元和 CORE边界三

角片。

215　生成新单元
生成新单元的相关计算占总计算时间的一半以

上。充分利用几何量的继承性 ,避免重复计算是提

高计算效率的有效途径。

(1) 可视性测试 :

对 214节中记录的三角片进行可视性测试 ,以

弥补因计算误差产生的外接球包含测试错误 ,同时

可以防止生成体积很小的单元。可视性测试为

a ·n >ε, (3)

其中 a 是从三角片任一角点到插入点的矢量 , n 为

三角片的法向矢量 ,其方向规定为指向四面体单元

内部 ,ε为设定的体积临界值。a·n 为三角片与插

入点构成的新四面体单元的体积参数 (与体积成一

比例) ,应记录在新单元中供后续计算调用。

(2) 初始化新单元 :

通过可视性测试后 ,将三角片与插入点连接组

成新单元 ,调用单元类的构造函数初始化新单元。

(3) 计算外接球球心和半径 :

计算外接球球心通常要解一 3×3的线性方程

组 ,但利用与三角片相连的原四面体单元 (CORE内

单元)的外接球球心则可以简化计算。根据文献[4 ]

的推导 ,有

O′= O +
d

2 ( O , P) - r
2

2 a ·n
n , (4)

其中 O′和 O分别为连接三角片的新单元和原单元

的外接球球心 , r为原单元的外接球半径 , P为插入

点 , a·n 为 (3)式中定义的新单元体积参数。由于

d
2 ( O , P) - r

2 在原单元的外接球包含测试中已计

算 ,而 a·n 在可视性测试中也已计算 ,因此外接球

球心的计算量大为减少。

(4) 计算 4个面的法向量 :

三角片所在面为新单元和原单元所共有 ,因此

其法向量可以直接从原单元继承。文献[4 ]也给出

了其余法向量的增量形式 ,但由于计算误差的不断

积累 ,该增量形式并不稳定。

(5) 计算形心坐标及单元尺寸场参数 :
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单元形心的坐标为 4个角点坐标的平均值 ,形

心处的单元尺寸场参数 hc 由下式给出

hc = ∑
4

i = 1

hi

di ∑
4

i = 1

1
di

, (5)

hi ( i = 1 ,2 ,3 ,4)分别是 4个顶点处的单元尺寸场

参数 , di ( i = 1 ,2 ,3 ,4)分别是形心到 4个顶点的距

离。

(6) 计算单元可插度 :按 (1) 式计算。

216　邻接关系的建立
单元的邻接关系被应用于搜索 BASE、搜索

CORE及其边界以及建立邻接关系本身 ,其作用十

分重要。新生成的单元必须建立完整的邻接关系。

除了三角片所在面的邻接关系可以从原单元继承 ,

其他面的邻接关系则可以根据 CORE边界上与三角

片的边相连的 2个新生成单元来确定。查找一条边

相连的 2个新单元有多种算法 ,本文采用的“邻接旋

转”算法[4 ]效率相对较高。该算法由一条边相连的

一个四面体单元开始 ,按照绕该边旋转的方向搜索

CORE内的邻接单元 ,直到遇到 CORE的边界 (即找

到一个边界三角片) ,则该三角片所在的新单元即为

该边的另一相连四面体单元。

3　算　例

如图 3所示 ,实体的外边界为一边长 100的立

方体 ,内边界为一圆柱体 ,半径 15 ,高 30。计算环境

为 AMD Athlon 3200 + (主频 210GHz) 、1GB 内存、

Microsoft Visual C + + 610。计算中保持外边界与内

边界上的单元尺寸比为 4∶1 ,计算参数和结果见

表 1。

图 3　算例的表面网格和实体网格

Fig13　Surface and solid mesh of the example

在单元数小于 104 的情况下 ,由于计算时间很

短 ,计时误差较大 ;而对于单元数大于 214 ×10
6 的

情形 ,需依靠虚拟内存进行存储 ,时间的比较失去意

义。因此 ,算例数据的取样是在 10
4 到 214 ×10

6 个

四面体单元规模范围内进行的。同时 ,这也说明即

　　 表 1　算例的计算参数和计算结果

Table 1　Parameters and resultes of the example

外边界 内边界 单元数 结点数 tΠs v (四面体Πs)

12 3 13 277 6 169 0120 65 404

6 115 97 993 20 674 1163 60 303

4 1 310 505 55 820 5142 57 268

312 018 616 717 105 536 11111 55 515

218 017 899 260 151 315 17122 52 228

214 016 1 430 165 236 419 28176 49 719

212 0155 1 896 655 310 688 37197 49 953

2104 0151 2 386 892 388 920 50117 47 575

使没有内存优化 ,在1 GB的内存空间中 (操作系统和

常驻内存程序还要占一部分内存)该算法可以进行

214×106 个四面体单元 (4×105 个结点)规模的网格

生成计算。

图 4给出了算法时间复杂度的对比。由图中可

以看出 ,该算法的计算时间与生成单元数近似呈线

性关系 ,算法的时间复杂度介于 O ( NlgN)到 O ( N)

之间 ,约为 O ( N
1105 ) 。这个结果要好于 Thompson

[6 ]

的 O ( N
1111 ) ,而与 S1H1 Lo

[4 ]的结果相当。

图 4　算法的时间复杂度对比

Fig14　Time complexity comparison of the algorithm

表 2给出了该算法中几个主要操作在计算时间

中所占的比例。数据显示 ,生成新单元的计算耗时

占计算时间的一半以上 ,成为整个算法计算中最主

要的部分。而由于搜索效率的提高 ,使得搜索的耗

时比例不断降低。以 105 结点规模为例 ,与文献[6 ]
相比 ,搜索BASE的耗时比例从 717 %下降到 2 % ,搜

索 CORE 及其边界的耗时比例从 3917 %下降到

1718 %。搜索 BASE所占的时间比例很小 ,这一方

面是因为在算法中只有插入边界结点时才需要搜索

BASE ,另一方面也体现了随机方向搜索算法的高效

率。表中数据的横向对比显示在计算规模增大时 ,
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只有搜索 CORE及其边界耗时增加 ,而其他操作耗

时基本不变或减小。这也说明搜索 CORE及其边界

是算法中最主要的搜索。

表 2　各主要操作在计算时间中所占的比例

Table 2　Time percentage of the main operations in the algorithm

主要操作

所占计算时间的比例Π%

104

结点规模
105

结点规模
4×105

结点规模

搜索BASE 211 210 118

搜索 CORE及其边界 1517 1718 1913

生成新单元 5711 5519 5611

建立邻接关系 1317 1112 1212

4　结　论

本文通过数据结构和算法上的改进有效地提高

了有限元网格生成的速度和效率。对于插入形心的

Delaunay逐点插入算法 ,其优势在于插入内部结点

时无须搜索 BASE ,而其缺点是在插入内部结点时需

要查找最大可插度单元。本文提出了按单元可插度

分组的双向链表组数据结构 ,避免了对最大可插度

单元的搜索。此外 ,由于采用了邻接单元搜索、双向

链表存储、随机方向搜索、邻接旋转等一系列技术 ,

使整个算法没有全局搜索 ,局部搜索也只有两个 :一

是对 CORE及其边界的搜索 ,另一个是在插入边界

结点时对 BASE的搜索 ,而算例数据表明后者的耗

时比例很小。该算法的计算时间与单元数近似呈线

性关系 ,时间复杂度在 O ( NlgN )到 O ( N )之间 ,约

为 O ( N
1105 ) 。与插入给定点的快速 Delaunay 三角

化[4—6 ]相比 ,本文算法在增加了计算插入点和查找

最大可插度单元这一步骤的情形下 ,仍保持了与其

相当的计算效率。在一台AMD Athlon 3200 + PC上 ,

该算法的四面体单元生成速度可达每秒 5 ×10
4 个

以上。在1 GB内存中能进行 214 ×106 个四面体单

元规模的有限元网格生成。
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