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离散坐标 SRAPN 法及其与 TN 法的比较
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摘 　要 　提出了一种新的坐标离散方法 —球带等差数列微元等分法。并经双动量理论检验 ,与较

精确的区域法数值解进行了比较计算。
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0 　引　言
十多年来 ,关于离散坐标法[1 ]的研究主要集中在以下几个方面 : ①从一维到多维、方腔式

到圆筒式的应用 ; ②介质从单一吸收 —发射到非灰或各向异性散射 ; ③对有遮蔽效应等复杂几

何系统的应用 ; ④差分格式的构造及对计算精度的影响 ; ⑤射线效应和假散射的分析 ; ⑥优化

离散坐标系列及新的坐标离散方法的研究 ; ⑦离散坐标法在曲线坐标中的应用。

本文提出了一种新的 SRAPN (successive spherical rings arithmetic progression) 坐标离散方

法—球带等差数列微元等分法。经双动量 (Double Moments)理论检验以及典型算例的辐射换

热计算表明 ,球带等差数列微元等分法具有精度高、易于实施等优点。

1 　球带等差数列微元等分离散坐标法
球带等差数列微元等分法的基本思想是将单位球体表面划分成许多面积相等的球面微

元 ,然后确定各表面所对应立体角的重心。连结单位球体的中心与各立体角之重心 ,形成一个

离散坐标系列。由于离散坐标的反射对称性 ,其构造可以在单位球体的一个卦限内进行。

首先 ,将单位球体的半球从上到下划分成许多球带 (最顶端为球冠 ,图 1 中只画出一个卦

限) ,然后从球顶端开始 ,各球带等分为更多的球面微元。各球带上的微元数目从上到下按等

差数列分布。根据作者的数值实验 ,第一个球带 (实为球冠) 分成 2 等份 ,以下球带按 3 ,4 ,5 ⋯

等差数列划分为宜。

离散坐标方向的计算属于纯几何问题。求出每一个球面微元所对应立体角的重心。坐标

原点与各重心的连线即为对应的离散坐标方向。

各离散坐标的权值即为对应的球面微元面积。例如 ,若将球面从上到下分成 N = 5 个球

带 ,则一个卦限的微元总数为 (2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 20 ,那么这 20 个离散坐标具有相同的权值

(π/ 2) / 20。
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2 　离散坐标的双动量检验及与 TN 法的比较

图 1 　球带等差数列微元等分法示意图

Fig. 1 　Schematic of successive spherical rings

arithmetic progression dividing

　　最近 Thurgood 等[2 ]提出了一种比传统方法

更加优秀的 TN 离散坐标法。为了与文 [ 2 ]提出

的 TN 法进行比较 ,本文采用了与其相同的双动

量检验公式∫2π
μaηbξcdΩ ,取不同的 ( a , b , c) 动

量 ,分别计算了 TN 法及 SRAPN 法的相对误差 ,

百分误差精确到小数点后三位。同时为了与以

往文献的各种方法有直观比较 ,文 [ 2 ]中表 1 的

其它数据一并列出 (原数据精确到小数点后两

位) 。另外 ,同 TN 法一样 ,SRAPN 法在 ( a , b , c)

取 (0 ,0 ,0)和 (2 ,0 ,0)时完全满足。

由表 1 的检验计算可知 , SRAPN 法总体相

对误差低于以往的各种坐标离散方法 ,与 TN 法

相近。另外 ,从 SRAPN 法的构思到实施过程可

知 ,该方法的离散坐标系列及相应权值的计算最

简单。更重要的是该方法与 TN 法一样 ,离散坐

标数可以取得很多 ,这样就克服了传统方法中当

N > 12 时出现负权值的缺点[2 ] 。用新方法计算

有强烈散射的辐射问题时 ,可以采用更多的离散

坐标 ,以避免计算发散或结果误差太大 ,同时采

用较多的离散坐标 ,还可望减少射线效应和假散射[3 ] 。

3 　辐射换热数值计算
311 　方程离散化

离散坐标方程由辐射传递方程离散化而得[1 ,4～7 ] 。为简便起见 ,此处不再推导 ,直接给出

三维系统中含吸收 —发射 —散射介质的离散坐标方程

μm
5 Im

5 x
+ηm

5 Im

5 y
+ξm

5 Im

5 z
= - ( Ka + Ks) Im + KaIb +

Ks

4π∑ωm <m , m′Im′ (1)

　　假设表面边界为灰体 ,且为漫发射、漫反射性的 ,则方程 (1)的边界条件为

当 x = 0 , 　　　　 Im = εIb +
(1 - ε)
π ∑

μ
i

< 0

ωi | μi | I i , 　μm > 0 (2a)

当 x = X , Im = εIb +
(1 - ε)
π ∑

μ
i

> 0

ωiμi I i , 　μm < 0 (2b)

对 y 轴和 z 轴 ,可以给出类似的方程。

对气体介质 ,可以根据能量守恒写出体积热流密度为

q = 4 KaπIb - Ka ∑
i

ωi I i (3)
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表 1 　不同坐标离散方法经∫2π
μaηbξcdΩ检验的相对误差 ( %)

Table 1 　Percent relative error in estimating∫2π
μaηbξcdΩ for a variety of quadrature sets( %)

坐标离
散系列

方向数
动量 ( a , b , c) 的相对误差

(1 ,0 ,0) (3 ,0 ,0) (1 ,2 ,0) (4 ,0 ,0) (2 ,2 ,0) (5 ,0 ,0) (3 ,2 ,0) (1 ,4 ,0) (1 ,2 ,2)

LSE8 80 1170 - 0114 3154 0 0 0103 - 0147 5152 5161

LSO8 80 0 0 0 0 0 0165 - 1129 - 5183 20107

LSH8 80 0 0122 - 0122 0 0 - 0119 1102 - 1124 0139

EWE8 80 1149 - 0110 3108 0 0 0102 - 0135 4168 5117

EWO8 80 0 0 0 - 0119 0128 0 0 - 6119 18156

S8 80 2107 - 0195 5108 - 1182 2173 - 2186 2189 6136 5165

LSN8 80 0 0182 - 0182 1113 - 1170 1107 0133 2101 - 0182

T3 72 01102 11618 - 11413 31236 - 41854 41411 - 31969 31515 - 111082

SRAP3 72 11606 - 01319 31531 - 01309 01010- 01649 01341 51126 51126

LSH10 120 0 0117 - 0117 0110 - 0115 0 0152 0121 - 2172

EWE10 120 1102 - 0105 2109 0 0 0101 - 0116 3117 3136

EWO10 120 0 0 0 0101 - 0101 0 0 - 0132 0197

T4 128 01131 01470 - 01208 01842 - 11264 11159 - 01907 01545 - 11067

SRAP4 112 11000 01058 11937 01223 - 01424 01252 - 01329 31070 31070

LSE12 168 0197 - 0104 1199 0 0 0105 - 0114 3105 3106

S12 168 1144 - 0182 3170 - 1171 2157 - 2170 2193 4131 3141

SRAP5 160 01687 01133 11241 01297 - 01430 01398 - 01397 21060 21060

T5 200 01080 01320 - 01160 01625 - 01937 01907 - 01854 01484 - 01707

SRAP6 216 01504 01139 01870 01279 - 01371 01386 - 01356 11483 11483

S16 288 1110 - 0165 2184 - 1138 2106 - 2116 2137 3130 2143

T6 288 01054 01218 - 01109 01424 - 01637 01613 - 01570 01334 - 01519

SRAP7 280 01388 01129 01646 01248 - 01312 01347 - 01305 11121 11121

SRAP8 352 01308 01116 01499 01215 - 01263 01302 - 01258 01878 01876

T7 392 01040 01158 - 01079 01308 - 01463 01445 - 01416 01241 - 01367

SRAP9 432 01250 01102 01397 01186 - 01223 01263 - 01220 01707 01703

T8 512 01030 01120 - 01060 01234 - 01352 01338 - 01317 01183 - 01276

SRAP10 520 01208 01090 01324 01162 - 01191 01229 - 01189 01582 01578

SRAP11 616 01176 01080 01270 01142 - 01165 01201 - 01163 01488 01484

T9 648 01024 01095 - 01047 01184 - 01277 01267 - 01250 01144 - 01216

SRAP12 720 01150 01071 01229 01125 01144 01177 - 01143 01415 01412

T10 800 01018 01075 - 01039 01148 - 01224 01214 - 01203 01115 - 01174

Exact π π/ 2 π/ 4 　2π/ 3 　2π/ 15 π/ 3 　π/ 12 π/ 8 π/ 24
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而净热流为

qx = ∑
i

ωiμi I i (4)

　　数值求解过程采用 Jamaluddin 和 Smith 介绍的迭代求解方法[6 ] ,控制容积边界与中心辐

射强度的联系采用加权菱形差分格式。假设介质的散射是各向同性的 ,故Φ≡1。最后 ,当所

有辐射强度值前后两次迭代满足下式时[8 ] ,认为结果收敛。

Im , p - I 3
m , p / Im , p ≤10 - 6 (5)

312 　算例及计算结果比较

图 2 　每个方向五等分的黑壁单位立方体

Fig. 2 　Black2walled cube with five zones in

each direction

　　数值计算中检验新方法可靠性及其精度的

最佳手段是与精确解进行比较。在无法获得精

确解的情况下 ,辐射换热是在典型的算例中用区

域法的解作为检验模型精度的基准解。如在文

[4～6 ,9 ]中 ,均采用了区域法的解作为比较对

象。

为了检验 SRAPN 法的精度 ,本文采用了与

文[ 10 ]相同的算例 ,分别用 SRAPN 离散坐标法

和 TN离散坐标法计算了一单位立方体内的辐射

换热 (如图 2) 。算例的边界条件为 :在 z = 0 , y

= 0 及 x = 1 的平面上的表面区域具有单位发射

力 ,其他表面为冷表面 ;所有区域的热源项为 0 ,

所有表面区为黑体 ;气体介质为吸收 —发射 —各

向同性散射性 ,且 Ka = 015 , Ks = 015 ,光学厚度

κ= 110。计算结果分别列于表 2～3 ,表中括号内百分相对误差以文 [ 10 ]的交换因子法 ( Ex2
change Factor Method)区域解为比较标准。

根据作者的数值计算 ,当 N 从 2 增加到 4 时 ,以上两种方法的计算精度有较大提高。但

无论是 SRAPN 法还是 TN 法 ,当 N ≥4 时 ,精度不再明显增加 ,而计算时间却成倍增长。从表

2～3 还可以看出 ,当 N 从 2 增加到 4 时 ,总体上球带等差数列微元等分法的相对误差比 TN

法的下降稍快。

4 　结论与讨论
对辐射换热的离散坐标法 ,本文构造了一种新的坐标离散方法 —球带等差数列微元等分

法。经双动量理论检验及典型算例的辐射换热计算表明 ,球带等差数列微元等分法比传统离

散坐标法精度高 ,与最近见诸于文献的 TN 法精度相近。从 SRAPN 法及 TN 法的构造可知 , TN

法中的各离散坐标方向并不通过其对应的球面微元立体角的重心 ,而且各离散坐标权值也不

等。与此相反 ,SRAPN 法的各离散坐标方向严格通过其对应的球面微元立体角的重心 ,而且

各离散坐标权值严格相等。SRAPN 法离散坐标方向余弦的计算也比 TN 法的简单。
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表 2 　球带等差数列微元等分离散坐标法计算结果(括号内为百分相对误差)

Table 2 　Results of discrete ordinates method for SRAPN quadrature sets

( values in parentheses are percentage relative error)

发射能 壁面热流

k j i = 1 i = 3 i = 5 # q

N = 2 ,方向总数 M = 8 ×(2 + 3) = 40

5 5 01095078 ( - 9145) 01172702 ( - 2143) 01365091 ( - 0179) 1 01502781 (0175)

5 3 01169614 ( - 4117) 0130111 (1104) 01501381 (0128) 2 01717206 (3120)

5 1 01365788 ( - 0160) 01500934 (0119) 01634853 (0145) 3 01847327 (3121)

4 01295642 (1125)

3 5 01169614 ( - 4117) 01301111 (1104) 01501381 (0128) 5 01514846 (6159)

3 3 01293381 ( - 1155) 01510398 (2108) 01711582 (1136) 6 01167631 ( - 5129)

3 1 01500336 (0107) 01705400 (0148) 01830383 (0190)

1 5 01365789 ( - 0160) 01500934 (0119) 01634853 (0145)

1 3 01500336 (0107) 01705400 (0148) 01830383 (0190)

1 1 01635859 (0161) 01827396 (0153) 01904874 (1110)

N = 3 ,方向总数 M = 8 ×(2 + 3 + 4) = 72

5 5 01100173 ( - 4160) 01177099 (0106) 01367549 ( - 0112) 1 01502511 (0170)

5 3 01175434 ( - 0188) 01302735 (1159) 01501313 (0126) 2 01709587 (2110)

5 1 01367156 ( - 0123) 01500844 (0117) 01633565 (0125) 3 01834913 (1169)

4 01296777 (1164)

3 5 01175434 ( - 0188) 01302735 (1159) 01501313 (0126) 5 01506505 (4187)

3 3 01300269 (0176) 01508148 (1163) 01704167 (0131) 6 01172296 ( - 2166)

3 1 01500367 (0107) 01702526 (0107) 01824553 ( - 0116)

1 5 01367156 ( - 0123) 01500849 (0117) 01633565 (0125)

1 3 01500367 (0107) 01702526 (0107) 01824553 (0119)

1 1 01633209 (0119) 01822798 ( - 0102) 01899571 (0151)

N = 4 ,方向总数 M = 8 ×(2 + 3 + 4 + 5) = 112

5 5 01103115 ( - 1180) 01178836 (1104) 01368739 (0120) 1 01502871 (0178)

5 3 01178032 (0158) 01302950 (1166) 01501061 (0121) 2 01705629 (1153)

5 1 01368149 (0104) 01500839 (0117) 01632729 (0112) 3 01831028 (1122)

4 01297499 (1188)

3 5 01178032 (0158) 01302950 (1166) 01501061 (0121) 5 01499955 (3151)

3 3 01302388 (1147) 01502498 (1130) 01701525 ( - 0107) 6 01175686 ( - 0174)

3 1 01500521 (0110) 01700918 ( - 0115) 01821723 ( - 0116)

1 5 01368149 (0104) 01500839 (0117) 01632729 (0112)

1 3 01500521 (0110) 01700917 ( - 0115) 01821723 ( - 0116)

1 1 01632010 (0100) 01820831 ( - 0126) 01896500 (0117)
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表 3 　TN 离散坐标法计算结果(括号内为百分相对误差)

Table 3 　Results of discrete ordinates method for TN quadrature sets

( values in parentheses are percentage relative error)

发射能 壁面热流

k j i = 1 i = 3 i = 5 # q

N = 2 ,方向总数 M = 8 ×22 = 32

5 5 01100459 ( - 4132) 01176250 ( - 0142) 01367166 ( - 0123) 1 01504480 (1110)

5 3 01176249 ( - 0142) 01308165 (3141) 01500954 (0119) 2 01728356 (4180)

5 1 01367166 ( - 0123) 01500954 (0119) 01633449 (0123) 3 01837852 (2105)

4 01292660 (0123)

3 5 01176249 ( - 0142) 01308165 (3141) 01500954 (0119) 5 01534266 (10161)

3 3 01308165 (3141) 01510258 (2105) 01698333 ( - 0152) 6 01171061 ( - 3136)

3 1 01500954 (0119) 01698333 ( - 0152) 01824129 (0114)

1 5 01367166 ( - 0123) 01500954 (0119) 01633449 (0123)

1 3 01500954 (0119) 01698333 ( - 0152) 01824129 (0114)

1 1 01633449 (0123) 01824129 (0114) 01899484 (0150)

N = 3 ,方向总数 M = 8 ×32 = 72

5 5 01105226 (0122) 01182804 (3128) 01369128 (0131) 1 01500838 (0137)

5 3 01182804 (3128) 01307309 (3112) 01500896 (0118) 2 01698832 (0155)

5 1 01369128 (0131) 01500896 (0118) 01631899 ( - 0102) 3 01824950 (0148)

4 01304183 (4117)

3 5 01182804 (3128) 01307309 (3112) 01500896 (0118) 5 01501404 (3181)

3 3 01307309 (3112) 01508963 (1179) 01697483 ( - 0164) 6 01176437 ( - 0132)

3 1 01500896 (0118) 01697483 ( - 0164) 01817091 ( - 0172)

1 5 01369128 (0131) 01500896 (0118) 01631899 ( - 0102)

1 3 01500896 (0118) 01697483 ( - 0164) 01817091 ( - 0172)

1 1 01631899 ( - 0102) 01817090 ( - 0172) 01894499 ( - 0106)

N = 4 ,方向总数 M = 8 ×42 = 128

5 5 01107373 (2126) 01182111 (2189) 01369848 (0150) 1 01501592 (0152)

5 3 01182111 (2189) 01304689 (2124) 01500700 (0114) 2 01697457 (0135)

5 1 01369848 (0150) 01500700 (0114) 01631104 ( - 0114) 3 01822517 (0118)

4 01300596 (2194)

3 5 01182111 (2189) 01304689 (2124) 01500700 (0114) 5 01496037 (2170)

3 3 01304689 (2124) 01505544 (1111) 01698531 ( - 0149) 6 01180286 (1186)

3 1 01500700 (0114) 01698532 ( - 0149) 01817482 ( - 0167)

1 5 01369848 (0150) 01500700 (0114) 01631104 ( - 0114)

1 3 01500700 (0114) 01698531 ( - 0149) 01817482 ( - 0167)

1 1 01631104 ( - 0114) 01817482 ( - 0167) 01892177 ( - 0132)
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符号说明

英文符号 : I 为辐射强度 W/ (m2·Sr) ; Ka 为吸收系数 m - 1 ; Ks 为散射系数 m - 1 ; M 为离散方向总数 ;

N 为 TN法中基三角形每边的等分数 ,球带等差数列微元等分法中半球上的球带数 ; q 为热流 ,对表面 w/ m2 ,

对体积 w/ m3 ; x , y , z 为直角坐标 m。

希腊符号 :μ,η,ξ为离散坐标方向余弦 ;ε为边界黑度 ; <为散射相函数 ;κ为光学厚度。

下角标 : b 为黑体 ; m 为外辐射离散坐标方向 ; i 为内辐射离散坐标方向。

上角标 : 3 为上一次迭代计算值。
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SRAPN ANGULAR QUAD RATURE SET FOR DISCRETE ORDI2
NATES METHOD AND ITS COMPARISON WITH TN SET

Li Benwen

( Institute f or Therm al Power Engineering , Zhejiang U niversity , Hangz hou 　310027)

Wei Xiaolin

( Institute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences , Beijing 　100080)

ABSTRACT　A new angular quadrature set , SRAPN ,the successive spherical rings anithmetic progression dividing

method is presented for discrete ordinates method. Numerical test for double moments and evaluation against the

more precise zonal solution are given and analysed.

KEY WORDS　radiative heat transfor ; discrete ordinates method ; numerical simulation.
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