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摘要    针对铁电试样电畴随机分布的情况, 提出了多电畴力学模型. 模
型中极化后的铁电试样由许多靠近极化电场方向的随机分布的电畴所组

成. 每个电畴看作是一个单元, 每个单元的翻转驱动力计算公式中的应力

和电场强度采用宏观应力和电场强度, 利用标定的电畴翻转驱动力与电

畴翻转体积分数之间的强化关系, 计算出每个单元的电畴翻转体积分数, 
将外加应力和电场强度和求得的电畴翻转体积分数代入本构方程就可以

求得各个单元的应变和电位移, 对所有单元进行体积平均得到铁电试样

的宏观本构响应. 同时也对铁电试样的非线性本构行为进行了有限元模

拟. 在有限元计算中, 首先由宏观应力和电场强度计算出每个单元电畴翻

转驱动力, 进而得到各单元电畴翻转体积分数, 就可以针对本次加载进行

有限元计算, 计算中考虑到各单元自发极化方向不同而引起的交互作用

得到各单元的应力、应变和电位移, 体积平均求得试样的宏观本构行为. 
根据以上两种方法进行了计算, 计算结果包括单轴力加载和单轴电加载

下的应力应变曲线、应力电位移曲线以及力电耦合加载下铁电试样的电滞

回线、蝶形曲线, 理论预测与实验结果符合良好.  
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铁电陶瓷作为压电陶瓷中最重要的一类由于其力电耦合性能, 被广泛应用于传感器、致                

动器、换能器等电子元件, 作为智能结构的核心材料, 它还被应用于航空航天、精密仪器、自

动控制、微机电系统等领域. 随着应用领域的扩大, 当外加电场接近或超过矫顽电场时, 经典

的线性压电理论已经不适用, 因此铁电材料的非线性本构行为引起了广泛的关注.  
人们已经提出了许多理论来解释铁电材料的非线性本构行为. 这些理论大体上可分为两

类: 一类是细观力学模型, 另一类是基于热力学的宏观唯象模型.  
基于电畴翻转是导致铁电材料显示宏观非线性本构行为的微观物理机制. 许多研究者开
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展了微观模型的研究工作[1~10], 模型从微观的电畴出发, 认为电畴在电场和应力的作用下, 当
能量变化达到或超过某一能量壁垒时, 电畴会发生 90o 或 180o 翻转, 整个材料的宏观物理量是

通过大量的随机取向的电畴体积平均得到. Huber 等人[11]基于电畴畴壁的运动, 发展了类似于

晶体滑移的细观铁电本构模型. Huber和 Fleck[12]改进了这一模型, 在保证合理的精确程度的基

础上减少了单元数量. Chen 等人[13]的模型引入了电畴的体积分数作为内变量, 采用平均场方

法考虑晶间的相互作用, 计算了铁电多晶体的本构行为. Lu 等人[14,15]建立了铁电陶瓷的宏观

行为与细观结构的关系, 给出了铁电陶瓷的屈服条件, 屈服面的演化规律及取向分布函数的

演化规律.  
为了使非线性本构能够应用于结构分析, 人们提出了一系列的唯象理论, 目的在于从宏

观上描述铁电材料的非线性行为, 如电滞回线和蝶形曲线等. Chen 等人[16~19]较早的提出了一

套唯象理论. 他们引入了剩余极化矢量和剩余应变作为内变量. 他们的理论相当复杂并且主

要局限于单轴加载的情况. 首先考虑复杂多轴加载情况的是 Bassiouny 等人[20,21]. 他们引入了

Helmholtz 自由能, 并借鉴了塑性理论中的屈服面和各向同性加工硬化等概念. 他们描述了铁

电陶瓷的初始极化, 给出了电场循环加载下的电滞回线, 但是没有给出蝶形曲线.  Kamlah 等

人[22~25]也给出了一套完整的唯象理论. 他们引入了几个非线性函数来描述翻转行为, 定义了

不同加载情况下的翻转驱动力. McMeeking等人[26~28]也提出了一套唯象理论. 他们也借用了塑

性理论中的屈服面等概念来定义电畴翻转的准则. Landis[29]引入了 9 个内变量, 也就是剩余极

化矢量的 3 个分量和剩余应变的 6个分量, Helmholtz自由能同这些内变量联系起来, 进而推出

硬化系数. McMeeking 和 Landis[28]进一步提出了一种简化的方案. Kamlah[30]以及 Landis[31]对铁

电材料非线性模型的最新进展进行了详细的介绍. 
在铁电材料非线性有限元模拟方面, Gong 和 Suo[32], Hom 和 Shankar[33]采用非线性有限元

对多层陶瓷位移发生器的电致伸缩行为进行了模拟. Lu 等人[4], Hwang 等人[6], Hwang 和

Waser[34]在基于畴变的用限元方面进行了大量的研究. 其计算结果表明, 模型的预测性能比较

差, 单元在发生电畴翻转时产生很大的非协调应变, 使得计算变得相当困难. 刘彬[35]利用全耦

合的非线性有限元对平面问题进行了分析. 此外 Kamlah 和 Böhle[24]也对铁电材料的非线性行

为进行了有限元计算. Li 和 Fang[36]对铁电材料进行了三维有限元模拟.  
在铁电材料的本构实验方面, Cao 和 Evans[37]研究了 PZT 和 PLZT 陶瓷在电场和外力作用

下的非线性行为, Hwang 等人[2]也对 PLZT 的本构行为进行了实验研究. Lynch[38]对 PLZT 陶瓷

在单轴压力与电场共同作用下的非线性行为进行了系统的实验研究, Fang 和 Li[39]对 PZT 进行

了力电耦合的实验研究, 得到与 Lynch[38]类似的结果. Huber 等人[11]对 PZT 多轴电加载下的行

为进行了研究.  

1  本构关系 
Miller 等人[40]和 Hayashi[41]的物理实验证实, 电畴翻转是个复杂的物理过程, 它主要由下

列 4 个阶段组成: 新畴成核、新畴的纵向长大、新畴的横向扩张、新畴的合并[42]. 因此每个单

电畴材料元素的电畴翻转并不是瞬间完成的, 而是随着外加应力场和电场的逐渐增加而逐渐

完成的, 也就是说畴变运动是个渐变过程.  
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为了分析简单起见, 我们假定弹性柔度系数张量 Sijkl 和介电系数张量ε kl 是各向同性张量, 
也就是说, 电畴翻转对它们的影响可以忽略不计, 而压电系数 dkij 则将发生一定变化. 这一假

设与 Hwang 等人[6]所采用的假设是一致的. 先考虑电畴仅仅在一个方向上发生翻转的情况. 
设想材料元素是个单电畴区, 翻转前它的自发极化矢量、自发极化应变和压电系数分别为

( )0s
iD , ( )0s

ijγ 和 ( )0
ijkd , 材料元素的电畴全部翻转后相应量分别变为 ( ) ,s I

iD  
( )s I

ijγ 和 ( )I
ijkd , 如果材

料元素中已经发生电畴翻转的体积分数为 Iρ , 那么材料元素的自发应变、自发极化强度和压

电系数应该为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 01 ,s s I s s Is
ij I ij I ij ij I ijγ ρ γ ρ γ γ ρ γ= − + = + ∆  (1a) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 01 ,s s I s s Is
i I i I i i I iD D D D Dρ ρ ρ= − + = + ∆  (1b) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 01 ,I I
ikl I I Iikl ikl ikl ikld d d d dρ ρ ρ= − + = + ∆  (1c) 

其中符号∆表示材料元素中的电畴全部翻转后有关物理量与翻转前的差.  
实际上, 电畴既可能发生  180°翻转, 又可能发生 90°翻转, 而且 90°翻转还有多个可能的方

向. 为了考虑这种情况, 我们设想材料元素内发生 180°电畴翻转的体积分数为 1ρ , 如果有 N − 
1 个可能的 90°翻转方向, 则可设由初始极化方向发生 90°电畴翻转的体积分数为 Iρ (I = 2, 3, …, 

N ). 
类似于(1)式, 可知此时的自发极化应变、极化电位移和压电系数分别为 

 ( ) ( )0

1
,

N
s s Is

ij ij I ij
I

γ γ ρ γ
=

= + ∆∑  (2a) 

 ( ) ( )0

1
,

N
s s Is

i i I i
I

D D Dρ
=

= + ∆∑  (2b) 

 ( ) ( )0

1
,

N
I

ikl Iikl ikl
I

d d dρ
=

= + ∆∑  (2c) 

其中 I = 1 时表示电畴全部发生 180°翻转后的量, I = 2, 3, …, N 时表示电畴全部在第 I种可能的

方向上发生 90°翻转后的量.  
铁电材料的本构方程为 

 
,

,

s
ij ij ijkl kl kij k

s
i i ikl kl ik k

S d E

D D d E

γ γ σ

σ ε

⎧ − = +⎪
⎨

− = +⎪⎩
 (3) 

将(2)式代入(3)式得到引入电畴翻转的体积分数之后铁电材料的本构方程:  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1 1

0 0

1 1

,

.

N N
s s I I

ij ij I ij ijkl kl I kkij kij
I I

N N
s s I I

i i I i I kl ik kikl ikl
I I

S d d E

D D D d d E

γ γ ρ γ σ ρ

ρ ρ σ ε

= =

= =

⎧ ⎛ ⎞
− − ∆ = + + ∆⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ − − ∆ = + ∆ +⎜ ⎟⎪
⎝ ⎠⎩

∑ ∑

∑ ∑
 (4) 
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在有限元计算中, 通常以位移 iu 和电势φ 作为基本未知量, 需要以应变 ijγ 和电场强度 iE

为自变量, 应力 ijσ 和电位移 iD 为因变量的第二类本构方程:  

 
( )

( ) ( )
,

,

s
ij ijmn mn mn ijmn kmn k

s s
i i mnkl ikl mn mn ik kmn mnpq ipq k

C C d E

D D C d d C d E

σ γ γ

γ γ ε

⎧ = − −⎪
⎨

= + − + −⎪⎩

 (5) 

式中 ijmnC 为弹性模量张量.  

2  力学模型 
许多研究者对铁电材料进行了本构实验. 结果显示当外加场超过铁电材料的矫顽场时铁

电材料显示出很强的非线性, 而电畴翻转是导致铁电体产生非线性效应的细观物理机制. 电
畴可以在电场和应力的作用下发生 90o 或 180o 翻转. 90o 翻转导致自发应变和自发极化矢量方

向发生改变, 而 180o 翻转时自发应变不发生改变仅产生自发极化矢量方向的改变.  

2.1  单电畴力学模型 

文献[1]提出了单电畴力学模型. 铁电陶瓷极化后每个电畴都尽量指向外加极化电场的方

向, 若把极化后的铁电试样看作横观各向同性的单电畴均匀材料, 就可以建立电畴翻转驱动

力与体积分数之间的强化关系.  
文献[1]采用 Hwang 等人[2]提出的翻转准则:   

 ( ) ( ) ( ) .s I s I I
i i ij ij crE D Wσ γ∆ + ∆ =  (6) 

90°电畴翻转的初始翻转能量壁垒为 3/ 2 s
cσ γ , 180°电畴翻转的初始翻转壁垒为 2 c sE P , cσ 和

sγ 分别为材料的矫顽应力场和自发极化应变. 文献[1]认为电畴翻转能量壁垒会随着电畴翻转

体积分数的增加而不断提高, 也就是不断强化. 以电畴翻转的初始翻转壁垒对能量壁垒进行

无量纲化, 有能量壁垒的强化函数:  

 ( )
(1)

1 1 ,
2

cr

c s

W
f

E P
ρ =  (7) 

 ( )
(2)

2 2 ,
1.5

cr
s

c s

W
f ρ

σ γ
=  (8) 

上述函数也可以称为电畴翻驱动力的强化函数.  
文献[1]得到的强化函数为 
(ⅰ) 纯电场加载. 90°电畴翻转的强化函数为 

 
( )
( )

( )
( )

2 22.588 15.47

2 2 2.588 15.47

1 e 1 e
( ) 1 1.289 3.711 .

1 e 1 e
f

ρ ρ

ρ
− −

− −

− −
= + × + ×

− −
 (9) 

(ⅱ) 纯压应力加载及力电耦合加载. 文献[1]发现这两种加载情况下 90°电畴翻驱动力与

电畴翻转体积分数之间的强化关系非常相似. 因此可以用同一个拟合函数表示:  
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 2 2
2 2 2

2 2

7.340 1.835
( ) 6.256 1.

0.2790 0.9799
f

ρ ρρ ρ
ρ ρ

= + − +
+ −

 (10) 

(ⅲ) 塑性应变. 铁电陶瓷因内部孔隙被压实而产生了不可恢复应变, 即塑性应变. 根据

纯压应力加载下的应变实验结果测得的塑性应变与应力的关系拟合而得的塑性应变计算公式

为 

 ( )330.5856 /
33 0.01477 e 1 ,cp σ σγ −= −  (11) 

需要指出的是(11)式仅适用于当 33 / 3.57cσ σ− < 时, 当 33 / 3.57cσ σ− ≥ 时认为陶瓷内部的孔隙

已经被压实, 所以塑性应变保持为常数, 为 33 0.125%.pγ = −  

(ⅳ) 在纯电场加载以及力电耦合加载. 180°电畴翻转的强化函数为 

 1 1 1( ) / ,c cf E E Bσρ ρ= + ⋅  (12) 

其中 
 330.0242 0.3607 / .cB σ σ= −  (13) 

(ⅴ) 卸载. 当外加力、电场载荷达到最大值后卸载, 在纯压应力载荷与纯电场载荷两种情

况下, 电畴显然不会发生翻转, 因此卸载是线性的. 然而对于在恒定压应力下的电场卸载, 那
么只有已发生  180°翻转的那部分电畴可以发生 90°翻转, 此时可以采用力电耦合加载下 90°电
畴翻转的强化公式(10).  

2.2  多电畴力学模型 

本文的计算是建立在多电畴力学模型的基础上的, 在多电畴力学模型中, 认为极化后的

试样是由许多靠近极化电场方向的随机分布的电畴所组成. 考虑平面应变模型, 所以只考虑

顺时针 90°电畴翻转、逆时针 90°电畴翻转和 180°翻转三种情况. 具体的计算方法在下一节中

叙述. 

3  有限元公式 
本文采用经典的以位移和电势作为基本未知量的有限元公式进行了数值计算, 根据下面

的公式编制了有限元程序. 广义几何方程:  

 ( ), ,
1 ,
2ij i j j iu uγ = +  (14) 

 , .i iE φ= −  (15) 

在有限元中必须采用如下第二类本构方程:  

 ( ) ,s
ij ijmn mn mn kij kC e Eσ γ γ= − −  (16) 

 ( ) .s s
i i imn mn mn kikD D e Eγγ γ ε= + − +  (17) 

当考虑电畴翻转时上式中 

 ( )1 ,
1 2 1 2ijkl ik jl il jk ij kl

EC νδ δ δ δ δ δ
ν ν

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥+ −⎣ ⎦
 (18) 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )33 31 15
1 ,
2

I I I I I I I
i j ij i ik j ikkij k kd d n n n d n d n nα α α= + + +  (19) 

 0 ,ij ijε ε δ=  (20) 

 ,kij ijmn kmne C d=  (21) 

 ,ik kmn imnik d eγε ε= −  (22) 

 ( ) ( ) ,I I
ij ij i jn nα δ= −  (23) 

其中 ( )0
in 为初始极化矢量方向上单位矢量分量, ( )I

in 为材料元素中的电畴全部翻转后极化矢量

方向上单位矢量的分量, ijδ 为克罗内克尔符号. 势能函数可以写为[24] 

 
( ) ( )1 1

2 2 d d

d d ,

r s s s
ijkl kl ij kij k ij ij i j ijkl kl ij ijk jk i iV V

j jS S

C e E E E V C e D E V

t u S S
σ ω

Π γ γ γ ε γ γ γ

ωφ

⎡ ⎤= − − − − −⎣ ⎦
− +

∫ ∫
∫ ∫

 
(24)

 

变分方程为 
 δ 0.Π =  (25) 
考虑二维平面应变问题, 采用三角形线性单元离散, 对于 -x z 平面内的平面问题, 广义位移为 

 [ ]T     .x zu u φ=u  (26) 

广义应变为 

 [ ] T2 ,x z xz x zE Eγ γ γ= − −Γ  (27) 

广义应力为 

 [ ] T ,x z xz x zD Dσ σ σ=Σ  (28) 

广义应力与广义应变的关系为 

 ( ) ,= − +s sΣ C Γ Γ D  (29) 

上式中 T
11 33 132 0 0 ,s s sγ γ γ⎡ ⎤= ⎣ ⎦

sΓ  
T

1 30 0 0 ,s sD D⎡ ⎤= ⎣ ⎦
sD  

1111 1133 111 311

3311 3333 133 333

1313 113 313

111 133 113 11 13

311 333 313 31 33

0
0

0 0 .

C C e e
C C e e

C e e

e e e

e e e

γ γ

γ γ

ε ε
ε ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C  

将(24)式中的势能函数用广义节点位移 a, 选取单位厚度的物体来考察有  

 
T T T

T T T T T T T T T

1 d d
2

( )d d d d ,
e

e

s s
S S

x y

x y
σ ω

Ω

Ω

Π

ω

=

− − − +

∑ ∫
∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫       

a G B CBGa

a G B C D a G N T S a G N SΓ
 

(30)
 

其中 G 为单元结点与总体结点的转换矩阵, N 为节点的形函数矩阵, B 为应变矩阵. (30)式可简
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写为 

 T T1 ,
2

Π = −a Ka a P  (31) 

其中总体刚度矩阵和单元刚度矩阵以及总体载荷列阵分别表示为 

 
T

T

,

d d ,
e

e

e x y
Ω

=

=

∑
∫

K G K G

K B CB
 (32) 

P 为总体载荷列阵 

 T T T ,e e e
TΩ ω= + −∑ ∑ ∑P G P G P G P  (33) 

上式中剩余应变和剩余电位移、边界面力、边界面电荷密度产生的结点载荷分别为 

 

T

T

T

( )d d ,

d ,

d ,

e

e s s

e
T S

e
S

x y

S

S
σ

ω

Ω

ω

Ω
= −

=

=

∫
∫
∫

P B CΓ D

P N T

P N ω

 (34) 

这样得到有限元求解方程: 
 .=Ka P  (35) 

4  计算模型 

4.1  边界条件 

在 Lynch[38]的实验中采用边长为 10 mm 的正方体试样, 因此严格来讲应该用三维有限元

来模拟. 但三维有限元计算工作量很大, 因此本文对计算模型进行了简化, 建立二维有限元计

算模型, 如图 1 所示. 设想试样经过初始极化后, 所有电畴的极化矢量方向平行于 x z− 平面, 
而且沿着 y 方向, 电畴的极化矢量方向是不变的. 在 y 方向取单位厚度的试样来分析, 计算平

面取为 x z− 平面, 试样的初始极化方向指向 z 轴正方向. 对于机械载荷在 / 2z a= ± 处施加均

布压力, 对电场载荷在 / 2z a= ± 处施加电势. 在 ( )/ 2,  / 2x a z a= − = − 点约束 ,  x z 方向位移, 在

( )/ 2,  / 2x a z a= = − 处约束 z 方向位移. 

4.2  计算模型和计算方法 

设想极化后的铁电试样是由许多靠近极化电场方向的随机分布的电畴所组成, 在有限元

中每个电畴就是一个单元. 每个电畴都有自己的自发极化方向. 宏观试样的物理量为所有单

元的体积平均,  

 ( )
1

1 ,
N

ij lij l
l

V
V

γ γ
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (36) 

 ( )
1

1 ,
N

i li l
l

D D V
V =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (37) 
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上式中 N 为单元数, V 为试样体积, lV 为第 l 个单元的体积, ( ) ,ij lγ ( )i lD 分别为第 l 个单元的

应变和电位移. 当试样进行初始极化后, 并不是所有的电畴都完全指向极化电场方向, 而是在

靠近极化电场方向随机分布的. 用ϕ 表示单元的初始极化矢量方向与 z 轴的夹角(以顺时针方

向为正), 那么夹角ϕ 是一个随机数. 本文计算中ϕ 在 π / 5 ~ π / 5− 范围内沿平面随机分布. 有

限元计算采用三角形单元, 共 6400 个单元. 图 2 给出了网格划分的示意图. 
 

               
 

           图 1  计算模型示意图                           图 2  计算网格示意图 
 

Lynch[38]的实验中所采用的铁电陶瓷是 8/65/35 PLZT, 宏观试样测得的实验数据为: Y = 68 
×  109 Pa, υ  = 0.3, 33ε = 56.25× 10−9 C/(V·m), rP = 0.25 C/m2, rγ = 0.143%, Ec = 0.36 MV/m. 

Hwang等人[2]认为这类多晶铁电陶瓷(8/65/35 PLZT)的剩余极化强度 rP 与铁电单晶的自发极化

强度 sP 存在着如下关系:  

 0.83 .r sP P=  (38) 

而在计算中单元的初始极化矢量是随机分布的, 因此, 当不考虑单元的相互作用时, 单元的自

发极化强度和极化应变与试样的宏观剩余极化强度和剩余应变存在以下的关系:  
 0.899 ,r sP P=  (39) 

 0.726 ,r sγ γ=  (40) 

其中系数 0.899α = 和 0.726β = 的计算公式见附录Ⅰ, 在附录Ⅰ中还给出了初始极化矢量的分

布示意图. 而当考虑单元之间的相互作用, 即考虑残余应变和残余电场强度的影响时, 上两式

的系数会有微小的变化. 由于初始极化矢量和初始极化应变并不满足协调条件, 所以不加载

荷和电场的条件下, 我们可以通过有限元计算求得各单元残余应变和残余电场强度, 进而求

得各单元的内应变和电位移, 在此基础上进行微调, 使得由此产生的宏观试样的 rP = 0.25 

C/m2, rγ = 0.143%. 我们由此得到 

 20.302 C/m , 0.828 ,s r sP P P= =  (41) 

 0.203%, 0.704 ,s r sγ γ γ= =  (42) 
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所以在本文计算中, 对于 PLZT 8/65/35 铁电单电畴材料, 采用的材料参数为: Y = 60× 109 Pa, 
υ  = 0.3, 33ε = 62× 10−9 C/(V·m), sP = 0.302 C/m2, sγ = 0.203%, Ec = 0.36 MV/m.  

采用两种方法计算试样的非线性本构行为. 首先不考虑各个电畴之间的交互作用, 也就

是计算中并未考虑单元之间的相互作用. 对于每个特定的外加载荷, 认为试样内部的应力和

电场强度处处等于外加的应力和电场强度. 然后计算出每个单元的电畴翻驱动力和强化函数

值, 再根据(9)~(13)式求出对应的体积分数 Iρ . 代入本构关系(2)和(4)式就可以直接求得每个

单元的应变 ijγ 和电位移 iD . 然后由(36)和(37)式对所有单元进行体积平均得到材料的宏观本

构响应. 第二种方法同样采用宏观的应力和电场强度(也就是平均应力和平均电场强度)计算

各个单元的电畴翻转驱动力, 再根据(9)~(13)式计算出各个单元的电畴翻转体积分数, 代入本

构关系(2)和(4)式, 此时各个单元的应力和电场强度是未知的. 然后针对本次加载进行有限元

计算, 得到各单元的应力、应变和电场强度 iD , 再由(36)和(37)式对所有单元进行体积平均得

到材料的宏观响应. 完成这一步载荷的计算, 继续增加载荷按照上面的顺序完成整个计算.  

5  计算结果 
对轴向应力载荷、轴向电场载荷以及轴向力电耦合载荷三种加载方式进行了计算. 并将计

算结果与 Lynch[38]的实验结果进行了比较. 
由图 3 可以看出, 在纯压力载荷下, 当压应力小于 cσ 时, 由于没有电畴发生翻转, 所以外

加应力和电位移、应变之间的关系是线性的. 应力-电位移曲线的斜率等于 33d 的倒数, 而应力- 

应变曲线的斜率则等于杨氏模量值. 与我们的计算相对应, 在此之前没有电畴发生翻转. 一旦

压应力水平超过了临界值 cσ = 7 MPa, 电畴开始发生 90°电畴翻转, 于是材料的本构行为就表

现出非线性. 当压应力较小时, 两种方法的计算结果与实验数据都符合良好, 而当压应力超过

30 MPa 时理论与计算的结果都小于实验数据, 这是因为电畴的极化方向是随机分布, 在相同

的载荷下, 与电场有夹角的电畴的驱动力要略小于和电场相同方向电畴的驱动力, 因此电畴 
 

   
 

图 3  纯应力作用下计算结果与实验结果的比较 
黑线为实验数据[38], 圆圈为多电畴力学模型的计算结果(完全不考虑单元之间的交互作用), 三角形为有限元计算结果 
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的翻转没有单电畴力学模型翻转的迅速, 导致理论计算的结果稍有偏小.  
从图 4中可以看出, 对于纯电场加载, 当电畴翻转驱动力小于初始能量壁垒时, 电畴翻转不

发生翻转, 外加电场和电位移、应变之间的关系是线性的. 此时电滞回线上对应线段的斜率等于

ε33, 而蝶形曲线上对应线段的斜率等于 d33. 电场逐渐反向增加接近矫顽场时, 90°电畴翻转进行

的十分迅速, 表现在电滞回线和蝶形曲线上, 曲线迅速下降. 此后试样中材料单元发生  180°电
畴翻转的趋势占据了主导地位, 而且进行混合型翻转的材料单元中 1ρ 也逐渐占优, 因此试样的

电滞回线下降趋势变缓, 而蝶形曲线开始回升. 两种方法的计算结果与实验数据符合相当好.  
图 5~7 给出了力电耦合加载的结果. 当压应力为 15 MPa 时, 两种方法的计算结果和实验

数据都符合的较好, 如图 5 所示. 当压应力为 30 和 60 MPa 时, 计算结果和实验数据产生了一 
 

   
 

图 4  纯电场作用下计算结果与实验结果比较 
黑线为实验数据[38], 圆圈为多电畴力学模型的计算结果(完全不考虑单元之间的交互作用), 三角形为有限元计算结果 

 

   
 

图 5  力电耦合作用下, σ 33 = −15 MPa 时计算结果与实验结果比较 
黑线为实验数据[38], 圆圈为多电畴力学模型的计算结果(完全不考虑单元之间的交互作用), 三角形为有限元计算结果 
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图 6  力电耦合作用下, σ 33 = −30 MPa 时计算结果与实验结果比较 
黑线为实验数据[38], 圆圈为多电畴力学模型的计算结果(完全不考虑单元之间的交互作用), 三角形为有限元计算结果 

 

   
 

图 7  力电耦合作用下, σ 33 = −60 MPa 时计算结果与实验结果比较 
黑线为实验数据[38], 圆圈为多电畴力学模型的计算结果(完全不考虑单元之间的交互作用), 三角形为有限元计算结果 

 
定的偏离. 经过分析发现偏差主要产生在  180°电畴翻转开始启动之后. 可能是因为  180°电畴

翻转比较复杂, 而采用简单的线性强化拟合不能很好地反映  180°电畴翻转的实际情况. 而且

在所有的计算中, 有限元计算结果都比多电畴力学模型的计算结果略小, 这是因为有限元计

算考虑单元之间的交互作用的原因.  

6  结论 
本文从考察铁电材料电畴翻转的物理机制出发, 在材料元素的自发极化强度、自发应变和

压电系数的表达式中引入电畴翻转体积分数, 建立了考虑电畴翻转体积分数的铁电材料本构
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关系. 提出了多电畴力学模型, 然后采用文献[1]标定的电畴翻转驱动力与体积分数之间的强

化关系, 用两种方法计算了铁电试样的本构响应. 首先基于多电畴力学模型, 将每个电畴看作

是一个单元. 不考虑相邻电畴单元相互作用, 认为试样内部的应力和电场强度等于外加载荷. 
根据标定的电畴翻转驱动力与体积分数之间的强化关系, 求得各个单元电畴翻转的体积分数, 
代入材料元素的本构方程, 计算出各个单元的应力应变场和电场强度, 对所有单元进行体积

平均得到铁电试样的宏观本构响应. 在有限元计算中, 采用宏观的应力和电场强度计算电畴

翻转驱动力, 求得电畴翻转体积分数, 代入本构方程就可以在给定外载下进行试样的有限元

计算, 得到铁电试样的宏观响应. 整个计算是在外载和外加电场强度逐步递增过程中完成的. 
分别用两种方法对计算结果与实验结果进行比较, 结果符合较好.  
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附录Ⅰ 

    系数α, β 的计算公式如下:  

 
1
cos ,

N

i
i

Nα ϕ
=

= ∑  (a1) 

 2 2

1

1cos sin ,
2

N

i i
i

Nβ ϕ ϕ
=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠
∑  (a2) 

上式中ϕ i 代表第 i 个单元的初始极化矢量与 z 轴的夹角, N 为单元的总个数. 夹角ϕ i 在−36°~36°范围内随

机变化, 附图 1直观的反映了ϕ i的分布情况, 其中横坐标代表初始极化矢量与 z轴的夹角ϕ i的度数, 纵坐

标为夹角度数满足(k − 3)°≤ϕ i < k°, (k = −33, −30, −27…33, 36)的单元个数 Nk. 
 

 
 

附图 1  单元初始极化矢量与 z 轴夹角分布示意图 
 


