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摘要 应用高灵敏度的力传感器以及时间序列电子散斑干涉法
,

同时测出了不同厚度纯镶薄片三点弯曲试件的抗

力与变形
,

得到薄梁中心点处的载荷与挠度曲线 应用 和 的偶应力理论
,

结合平面应变夸曲

模型
,

建立了薄梁处于弹性状态和弹塑性状态的控制方程
,

应用 法进行数值求解
,

并将计算得到

的载荷
一

挠度曲线以及无量纲化弯矩
一

表面应变曲线和实验结果进行了比较 在理论计算过程中
,

没有拟合任何

材料参数
,

所有的材料参数均来自实验测量的结果
,

材料特征尺度也是根据 和 的工作给出的 结

果表明 应用偶应力理论预测的结果和实验结果符合良好
,

而经典理论的预测结果与实验不相符合

关健词 偶应力
,

微薄梁三点弯曲
,

应变梯度
,

法
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引 言

近年来
,

大量实验证实金属材料在微米和亚微

米尺度具有强烈的尺度效应 等 利用不同

直径的细铜丝进行了扭转实验
,

发现当铜丝的直径

从 拜 减小到
·

户 时
,

其扭转强度大约增至

三倍 。

撅 和 利用纯镍薄梁进行了纯

弯实验
,

观察到当薄梁厚度从 拼 减小到 户

时
,

无量纲化弯矩也显著增加 大量的微压痕实验

表明 、 ,

随着压入深度从 拼 减小到 拼
,

压痕

硬度将增大到 至 倍

由于经典塑性理论的本构关系中不包含任何特

征尺度
,

所以
,

经典塑性理论无法解释上述实验现

象 为此
,

国内外许多研究者相继提出应变梯度理论

来描述材料的这种尺度效应 和

从几何必须位错及统计储存位错角度出发
,

在简化

偶应力理论基础上
,

提出了一种应变梯度理论
,

即

理论
,

该理论只考虑了转动梯度的影响 为了更

好地分析裂纹尖端场以及微米压痕问题
,

和

又提出了一种完整的塑性应变梯度理

论
,

习惯上称之为 理论
,

在该理论中
,

既考虑了

转动梯度效应
,

又考虑了拉伸应变梯度效应

和 , 的这两种塑性应变梯度理论是一

种唯象学理论 和 等 提出了一种基

卜 收到第 稿
, 一 收到修改稿

国家自然科学基金资助项 目

于位错机制的塑性应变梯度理论
,

简称 理论
,

这个理论通过一个多尺度
、

多层次的框架
,

实现了

宏观塑性理论和位错密度 巧 硬化关系的联系

上述 理论和 理论都引入 了高阶应

力
,

其本构关系及边界条件相当复杂 和

硕 讨论了一种率无关框架
,

在这个框架下应

力增量和应变增量通过塑性硬化模量相关
,

而这个

塑性硬化模量不仅依赖于塑性应变
,

而且依赖于塑

性应变梯度
,

但他们没有给出建立具体硬化模量的

系统方法 和 几口 在 八 形变理论增量形

式的基础上
,

给出了一种新的硬化关系
,

应变梯度

仅作为内变量来影响材料的切线模量 随后
,

和 叭厄 ‘ 在一般偶应力理论框架下提出了一种新

的转动梯度理论
,

结合考虑拉伸应变梯度的增量硬

化关系
,

形成了一种完整的应变梯度理论 简称

为
一

应变梯度理论 和 司 提出了

一种基于 几 模型的非局部化理论 和
‘ 通过虚功原理建立了热力学力的平衡方程和

相关的守恒律
,

讨论了连续性方程和能量方程
,

并利

用嫡增原理和最大嫡增率原理建立了弹塑性本构方

程 等 】又提出了一种弹性应变梯度理论
,

在此基础上建立了平面应变梁的弹性应变梯度弯曲

理论并对悬臂梁弯曲问题进行了实验和求解

本文针对不同厚度的纯镍微薄梁三点弯曲试样
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进行了实验研究
,

应用高灵敏度的力传感器以及时

间序列电子散斑干涉法
,

同时测出了不同厚度

纯镍薄片三点弯曲试件的抗力与变形
,

得到薄梁中

心点处的载荷与挠度曲线 应用 和 玩由

的偶应力理论
,

结合平面应变弯曲模型
,

建立了考

虑转动梯度影响的微薄梁的控制方程 对薄梁三点

弯曲问题进行了解析数值分析
,

将理论分析得到的

载荷
一

挠度曲线以及无量纲化弯矩
一

表面应变曲线

和实验结果进行对比 结果表明 偶应力理论预测的

计算结果和实验结果符合良好
,

而经典理论的预测

结果与实验不相符合 在理论计算过程中
,

没有拟

合任何材料参数
,

所用的材料参数均来自实验测量

的结果
,

材料特征尺度也是根据 玫 和

的工作给出的

徽薄梁三点弯曲实验研究

实验装置如图 所示
,

主要包括位移测量系统

和微力测量系统 实验中
,

由 激光器发出的

激光分成两束
,

一束照在试件上并经过薄膜表面散

射后通过半透半反镜
,

与参考光在 靶面叠加产

生干涉 以每秒 帧的速度拍摄干涉图并输

入计算机 本实验采用三点弯加载
,

在跨距为

的两支撑点中间为加载点 在加载过程中从监视器

里能直接看到试件和加载头的图像
,

用相关的图像

软件就可以保证加载头的位置精确到 个像素的精

度 加载头与分辨率达 的力传感器相连 传

感器采集的信号经放大器放大之后输入计算机
,

由

卡处理便可得到载荷值 在这个装置中
,

载荷和

像素是同步得到并保存于计算机中
,

经过预先编制

的程序处理
,

就可得到载荷
一

位移图

三点弯曲试样的示意图如图 所示
,

集中载荷

加在试样的中点
,

跨距 等于 实验中纯镍试

件由北京航空材料研究院提供
,

镍的纯度为
以上 采用和 既 和 同样的处理方法

,

在镍加工成薄片之后经过 真空退火处理 ,

以消除残余应力
,

同时使得薄片内部晶体结构分布

均匀 实验试件长
,

宽
,

厚度分别为
,

, , , , 拼 实验每一种厚度的试样都做

了 个 组
,

重复上述的实验过程
,

同时测出不同

厚度纯镍薄片三点弯曲试件的抗力与变形
,

所得的

载荷
一

挠度曲线如图 所示 从图中可看出
,

所有

的每组 个试件的载荷
一

挠度曲线基本重合
,

说明

实验有良好的可重复性

,,
,

, 奈 一
二二

二二二二
‘

’’

图 薄梁三点夸示愈图

激光器
,

衰减镜
,

反光镜
,

分光镜
,

纯镶薄片
,

侧力

传感器
,

信号放大器
, ,

扩束镜
,

计算机

, ,

且 , , ,

, ￡ , ,

, 幻。

徽薄梁三点弯曲问题的理论分析

假设薄梁的厚度远远小于长和宽
,

薄梁发生平

面应变变形 同时
,

认为薄梁不能承受横向剪应变
,

而剪应力与正应力相比为小量
,

可以忽略不计 考

虑到薄梁弯曲变形的对称性
,

取试件的右半部分进

行分析

对于不可压材料
,

由平截面假定可得非零应变

分量为
‘二 一‘ ‘ ‘ ‘

其中 以对 为中性面 的曲率 则位移场为

。 一 口
, 。

一 。,

一看一
二 。。 劣

其中《 二
。。 二

图 实脸装 简图

日 一

弯曲时中性面挠度

量为

为相应的转角
, 。 劝 为薄梁

因而
,

等效应变和等效弯扭张
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拼
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“ 甲

︸︸内魂,曰,‘

已之

︸

‘

「瓜而丽丽
‘ “

‘ “

“

了
“

矿
‘ ‘

吓石石而 舀奋

“

‘

一
目

拌

拼

—
切

一
一

,

之日、久

—
一
一

之日久

【 叫一 占 一 ‘

娜
一

一 压

拌

图 不同厚度纯镍薄膜的载荷
一

挠度曲线计算结果与实验结果比较

且

、 二 其中丙 为薄膜拉伸屈服强度
·

则等效应变与等效应

力之间的关系可写为
一而一一

云“
‘

, 」 才
‘ ’“‘

, ‘ , 」了 拼‘ 。

三

,‘、

‘一

根据 。

阮 和 的拉伸实验结果
, 而, 丁石 ￡ ,

乙 任
几 口

‘、

一一口

川镍纯

薄片拉伸时的应力应变关系可以刻画为

三而

叮 厅。
其中 拼 二

。

, 二 一

争
一

劲
”单轴

、
,

产
︸勺

了‘,、、

、几‘少

今

,

一

及确
‘少、、

一一口

。 一 贰
一

髻、
,

它

力 一 夕

拉伸屈服强度 所以
,

理论中所采用的硬化关系

变为
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拼 弹性区 其中

而二 景、 弹塑性区
厂“ 二 石
“

尸

拼下

夕‘ 、

一一及

根据广义正交性法则
,

可得
。

山 —已

联立 理论的本构方程
,

得

云、

随着载荷 尸 的逐渐增大

开始屈服
,

此时

二

相应的弹性极限曲率 棍

薄梁 处的截面最先

厅
、 、

二
‘

下子
,

这样
,

根据式
力

弹性区
可求得弹性极限载荷 为

一
。‘ ,

一
· ·

。

凡
‘ 、

口 公 一 ‘ 吸 月二尸一 宁 一 , 夕九 迈 ,‘

丫 ‘。

二 , 一

叫盒 翻
毒一

·

卜
·‘· ,

户拼守 、

一 户

弹塑性区

随着载荷 尸 的继续增大
,

存在 。 ,

当 。 三 三 时

薄梁处于弹性状态
,

而当 三 三 。 时薄梁处于弹

塑性状态 这样
‘ 。 ‘

因此 当 。 三 三 时
,

方程 仍然满足
,

但此时

、了廿了吸、

‘ 、夕尹

则弯矩表达式变为

叼
」

叼

丽
‘ 名 名 一 爪“‘ 、‘ ,

。 一 一

凡 , 一 , 二 ,

—
一

户 邝 乙

整理
,

得
拼入 各

“
’

‘ 拼九‘ ‘ 一 丽

,‘。, 一 · 。· ·

卜 釜
一 。

式中
一

尽‘一 二 ,

‘

二二二 , 一 二

一

迈
叼

盒
“‘’

撇

擎、

若给定 。 , 。 三 三 处的 以劝就可以根据式

及式 求得 由此
,

也就给定了 。 处的弹塑性区

以 的初值
,

基于弹塑性区的控制方程
,

应用

法就可以从右到左解出 三 三 。 处

的 减 若 澎 尹
,

则修正 。 的值
,

重复上述过

程
,

直到 澎 小于预先给定的允许误差 占 在计算

过程中
,

取 占二 一

求出 以 以后
,

应用 法
,

根据下

列方程及边界条件就可以确定薄梁弯曲时中性面的

挠度

减劝 一

时
,

。

时
,

丝朋沁一

鲁‘·’ ‘急· ’‘ 。

劣

一户

人
一一一一

了

护
一 。

拼 县石

其中 石为矩形截面上弹塑性交界线到中性层的距

离

考虑到薄梁弯曲变形时的对称性
,

并假定薄梁

端部无应力作用
,

则边界条件就变为

‘ , , ‘

当外加载荷比较小时
,

整个薄梁均处于弹性状

态
,

根据式 中的弹性区的微分方程及边界条件
,

可解得

。
,

风 一 劝 尸 一 幻
凡 二 幻

—
十 , 二 , 以

‘ 拼 九。守

理论计算结果和实验结果的比较

标定弹性模量 根据 。
阮 和

的纯镍薄片拉伸实验结果
,

种不同厚

度 拼 , 户 , 拼 的线性硬化系数 凡 在
、 之间

,

分析表明
,

这个范围内硬化系数

凡 对计算结果的影响相当小
,

因此
,

取
·

拼 厚的

线性硬化系数 凡 二 对 。

阮 和

薄膜拉伸实验结果进行线性插值
,

得出不同厚度纯

镍薄膜的屈服强度 内
,

如表 所示 根据 撅 和

的工作
,

材料特征尺度 在 、 之

间
,

分析表明
,

这个范围内的 对计算结果的影

响比较小
,

因此
,

取 拼
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衰 不同 度纯镶薄膜的屈服强度

介

玉

叼拼 。

计算得到的载荷
一

挠度曲线和实验曲线的比较

如图 示 这里所说的载荷和挠度是指薄梁中心点

的载荷和挠度 其中
,

实线代表实验测量的载荷
一

挠

度曲线
,

带有空心圆点的曲线代表 理论的计算

结果
,

带有方框的曲线代表经典理论的计算结果

根据相同的挠度对应相同的表面应变
,

将图 所示

的载荷
一

挠度曲线转化为相应的无量纲化弯矩与表

面应变之间的关系
,

如图 所示
,

其中表面应变是

指薄梁中心加载点处外表面的应变
二

图 中
,

实

匕合,上

’
下茹赢夏
卜

‘

吓蕊赢
卜

山
翻

胃

。居胃

—
七笼沐

一
一

—
。 沐 诵 回 恤

一
刁

一
爬 耽

。 。

补 拌

名
·

—
】幽

一
一

— 而

一
’

一
口

胃、决哪

甘月内」

⋯
甘一︸

。胃、芝哪

。

‘

‘
’

下蕊赢
。

卜 一

—
一
一

‘
’

飞硕赢妥

‘ ”

声求
“ ”

陌
’

晒

—
一
一 心

。遥心言娜。名胃、决寸

‘

。

图 不同厚度纯镍薄膜的无 纲化弯矩

一
曰 曰

一 一 一
盛

一
。

应变曲线计算结果与实验结果比较

毗
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线代表相应于实验曲线的三条无量纲化弯矩与表面

应变曲线的平均值 带有空心圆点的曲线代表 理

论的计算结果
,

带有方框的曲线代表经典理论的计

算结果

从图 可以看出
,

对于各种不同厚度的纯镍薄

膜
,

在塑性屈服阶段
,

按照经典理论计算的载荷
一

挠

度曲线比实验曲线低很多
,

而按照 理论预测的

载荷
一

挠度曲线却和实验曲线符合得比较好 对于

弹性阶段
,

当薄梁的厚度为 拌 时
,

按照 理论

预测的结果明显高于实验结果
,

这是由于采用的是

全量型 理论 在弹性阶段
,

本构方程为

参 考 文 献

‘, 拼‘ ,
,

, 拼 乙
、,

也就是说
,

全量型 理论已经默认了弹性阶段的内

察尺度 与塑性阶段的内察尺度
。

是一样的 而

大量实验表明塑性应变梯度对塑性本构关系有重要

的影响
,

而对弹性本构关系的影响比较小 因此
,

可

以通过选择 ‘ ,

的比值
,

使偶应力对弹性变形的

影响减小
,

这样弹性段的理论计算结果和实验结果

会符合得比较好
,

这种情况只能采用增量型塑性应

变梯度理论来进行分析

从图 可以观察到应用 理论预测的无量纲

化弯矩
一

表面应变曲线和实验曲线符合得相当好

结 论

本文应用高灵敏度的力传感器以及时间序列电

子散斑干涉法
,

同时测出了不同厚度纯镍薄片三点

弯曲试件的抗力与变形
,

得到薄梁中心点处的载荷

与挠度曲线 并应用 滋 和 的 理

论
,

结合平面应变弯曲模型
,

建立了考虑转动梯度影
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