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　1 　对于经典力学定律 ,本文“狭义相对性原理”指其近似———伽利略的“力学相对性原理”,本文“洛伦兹变换”指其近似———伽

利略变换. 本文“自然界定律”、“一切定律”及类似概念 ,在狭义相对性原理情况下不包括与广义相对论有关的定律 ,在伽利略力学

相对性原理情况下 ,只包括力学定律.

　2 　这里 ,为与流行的协变表述相对应 ,从而使行文简便起见 ,已略去原文 (文[ 4 ])表述中的前半句话 :“如果 S 是惯性系 ,则相对

于 S 作匀速运动而无转动的其他参考系 S′也是惯性系”.
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教学讨论

相对性原理对普遍定律和非普遍定律
参考系变换性质的不同要求

———关于协变性疑难的进一步讨论

朱如曾
　　　　　　　　　　　　　　　　(中国科学院力学研究所 ,非线性力学国家重点实验室 ,北京 　100080)

　　摘要 :提出普遍定律和非普遍定律以及“协变”与“可导出”的明确定义. 证明狭义相对性原理 (及其伽利略近

似)要求在惯性系变换下 ,自然界普遍定律是协变的 ,非普遍定律不协变但是“可导出”的 ,一切定律都服从相对性

原理 ,从而进一步解答了由爱因斯坦、朗道关于狭义相对性原理的一种错误表述所引起的“协变性疑难”. 还将有关

结论推广到广义相对性原理情况.
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　　所谓“协变性疑难”,指的是自然界一些定律 ,如经

典力学的机械能守恒定律 ,在惯性系变换下不协变 [1 ] ,

这与爱因斯坦、朗道关于狭义相对性原理1 的如下原始

表述[2～3 ] ,也即流行表述相矛盾 :

狭义相对性原理 (流行协变表述) 　自然界定律对

于洛伦兹变换是协变的1 .

这里 ,“协变”的原始定义 ,也即流行定义是 :

协变定义 (流行定义) 　在惯性系变换下 ,定律的

形式不变称为协变.

导致矛盾的狭义相对性原理的流行协变表述和协

变的流行定义也存在于许多教科书中 [4～6 ] . 为了解决

这一矛盾 ,在《大学物理》上展开了长达 10 年的讨

论[7～13 ] .

由于机械能守恒定律已被证明为正确的 ,所以上

述矛盾表明狭义相对性原理的流行协变表述和与之配

合的协变的流行定义中至少有一个需要修正 ,也就是

需要弄清究竟应怎样定义协变概念 ,以及究竟哪些定

律是协变的 ,哪些定律不协变 . 修正的基础无疑应该是

久经检验而无一反例的狭义相对性原理的如下表

述[4 ] :

狭义相对性原理(表述 Ⅰ) 　自然界定律对于所有

惯性系都是相同的2 .

表述 Ⅰ表明 ,在不同惯性系中的自然界定律之间 ,

存在按形式相同的一一对应关系 ,并且这样对应着的

形式就定义为同一个定律在不同惯性系中的表示 ,而

不管它们能否通过惯性系变换关系相转换. 与表述 Ⅰ

不同 ,流行的协变表述则进一步要求这样一一对应着

的定律之间还存在“协变”关系.

实际上 ,为所有教科书所一直沿用的上述流行的

协变定义本身是含糊的. 事实表明 ,绝大多数已知为

“协变”的定律并不能通过单纯的惯性系变换就直接达

到另一惯性系中形式相同的对应定律 ,而必须外加一
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些推导[11 ] . 所以必须在“协变”的定义中增添对推导途

径的明确规定 ,才能使之没有歧义. 故可以因协变的严

格定义的不同而有狭义相对性原理协变表述的不同修

正形式 ,它们都等价于狭义相对性原理的表述 Ⅰ. 基于

这一认识 ,笔者的文 [ 11 ]引进了“联立协变”的明确概

念 ,证明狭义相对性原理的协变表述应为“自然界每一

定律至少属于一个协变集”,它明显地为机械能守恒定

律所满足 ,从而解决了协变性疑难. 文 [ 11 ]方案的优点

是 ,一切定律都有协变性 ,所以狭义相对性原理流行协

变表述不必修改 ;不过 ,所用的协变定义不能反映普遍

定律和非普遍定律惯性系变换性质的差异. 本文将进

一步给出狭义相对性原理对自然界普遍定律和非普遍

定律在惯性系变换下形式变化性质的相同和不同要

求.为此首先要给出“协变”、“普遍定律”和“非普遍定

律”的明确定义. 此外 ,我们的主要结论和论证将不涉

及参考系变换关系的具体形式 ,这使我们很容易把所

得到的主要结果推广到广义相对性原理情况.

1 　协变性、普遍定律和非普遍定律的定义

1. 1 　协变概念

1. 1 . 1 　强导出和强等价

　　用 a 或 b 表示一个对象 (集) ,如一个物理量 (集) 、

一个概念 (集) 、一个关系式 (集) 或一个定律 (集) . 我们

都熟悉蕴涵号“→”和等价号“∴”.“a →b”表示从 a 可

导出 b;“a ∴b”表示从 a 可导出 b ,并且从 b 可导出 a.

在“导出”的过程中 ,可以利用任何已知的逻辑学、数学

或自然界的比“a →b”本身更为基本的定律. 例如 ,单质

点机械能守恒定律 (或更确切地 ,机械能驻点定律)

( n = 1 , Fn·v + 5 V / 5 t = 0) →d E/ d t = 0 (1)

(式中 n , v , V , E 和 Fn 分别为质点数、质点的速度、势

能、机械能和所受的非保守力)表示从条件 ( n = 1 , Fn ·v

+ 5 V / 5 t = 0)可以导出 d E/ d t = 0 的结果 ,这里 ,推导中

允许利用牛顿定律或单质点机械能定律 (即功能定理)

n = 1 →Fn ·v + 5 V / 5 t = d E/ d t (2)

当我们说定律 A 是协变时 ,是否仅仅意味着 A 与

另一参考系中的形式相同定律 A′等价 ,即 A ∴A′呢 ?

为了回答这一问题 ,我们来看一个例子.

经典力学中的单质点机械能定律式 ( 2) 在惯性系 S

到 S′的伽利略变换下得到不同的形式 :

　n′= 1 →F′n·v ′+ Fn′·u - (5 V′/ 5 r′) ·u + 5 V′/ 5 t =

d E′/ d t + u·m d v ′/ d t (3)

式中 , m 为质点的质量 , u 为惯性系 S′相对于惯性系 S

的速度. 利用更为基本的牛顿第二定律

F = m d v / d t (4)

的伽利略变换式

F′= m′d v ′/ d t (4′)

式 (3) 立即化为与式 (2) 相同的形式

n′= 1 →F′n·v ′+ 5 V′/ 5 t = d E′/ d t (2′)

这表明

(2) ∴(2′) (5)

上述分析还同时表明 ,联立的式 ( 2) 和式 (4) 与联立的

式 (2′) 和式 (4′) 也是等价的 ,即

[ (2) ∪(4) ] ∴[ (2′) ∪(4′) ] (6)

虽然式 (5) 和式 (6) 都是等价式 ,但是它们有很大的区

别 :式 (5) 的左右两边的互相导出必须借助更为基本的

自然定律式 (4) ,而式 (6) 的左右两边的互相导出就不

必如此. 可以说式 (2) 是“相对协变”, [ ( 2) ∪(4) ]才是

“绝对协变”. 如果我们规定一个协变的定义 ,使得“相

对协变”是协变的 ,那么这个协变定义就是文 [ 11 ]的定

义 ,本文引言中已指出它不能反映普遍定律和非普遍

定律惯性系变换性质的差异 ,所以我们要强化协变性

的定义 ,使得“相对协变”不算协变 ,“绝对协变”才算协

变. 为此 ,也是为了后面证明的需要 ,我们也必须对“导

出”和“等价”的定义作类似的强化.

a 强导出 b 用“a ] b”表示 ,指只利用逻辑学、数学

定律或物理量的参考系变换关系 ,而不利用其他自然定

律的“a 可导出 b”;并且当 a 和 b 都是定律集 (或单一的

定律)时 ,还附加地要求 :1) a 中各定律的假设条件相同

(或互相强导出) , b 中各定律的假设条件也相同 (或互相

强导出) ,即 a 和 b 都是条件全同定律集 ;2) a 的假设 ]
b 的假设 , a 的终结 ] b 的终结 (不借助于 a 的假设) .

a 强等价于 b 用“a Ζ b”表示 ,指 a ] b 并且 b ] a.

1. 1 . 2 　协变定义

与不同惯性系中形式相同假设条件集 (或终结集)强

等价的假设条件集(或终结集)称为协变假设条件集 (或协

变终结集) .不是协变假设条件集 (或协变终结集) 的假设

条件集称为非协变假设条件集 (或非协变终结集) . 假设条

件集(或终结集)也简称为假设条件(或终结) .

显然 ,与同一惯性系中协变假设条件集强等价的假设

条件集必是协变假设条件集;与同一惯性系中非协变假设

条件集强等价的假设条件集必是非协变假设条件集.

定律协变定义 Ⅰ　与不同惯性系中形式相同定律

集强等价的定律集称为协变定律集 ;协变定律集中的

每一个定律称为与其他定律联立协变的 ,也简称协变

的 ;如果协变定律集是单元素集 ,则称此元素为单独协

变的 ,也简称为协变的 .

由定律强等价的定义显见 ,上述定律协变定义 Ⅰ

可写为如下的等价表述 :
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定律协变定义 Ⅱ　一个定律集称为是协变的 ,如

果其中各定律的假设条件集相同且协变 ,并且由所有

定律的终结所构成的终结集也是协变的.

例如单质点牛顿第二定律的三个分量定律的假设

条件都是“质点数为 1”,容易验证它们符合协变定律集

的定义 ,当然也可以说 ,矢量形式的单质点牛顿第二定

律是“单独”协变的.

1. 1. 3 　协变性的物理意义

附录 Ⅰ中所证明的如下的“实现定理 Ⅰ”,显示了

“协变性”鲜明的物理意义.

实现定理 Ⅰ　如果自然界某定律协变 ,并且在惯

性系 S中的某时空流形Ψ中 ,它的假设条件集在某系

统上得到实现 ,那么 ,在Ψ中 ,其终结集也在该系统上

得到实现 ,并且在惯性系 S′中的对应的时空流形Ψ′中 ,

同样形式的定律的假设条件集和终结集在该系统上也

得到实现 (对应的时空流形Ψ′指通过洛伦兹变换与Ψ

相关联的时空流形) .

1. 2 　普遍定律和非普遍定律的定义

自然界定律可按它们的假设条件的性质分为如下

2 类 :

普遍定律指假设条件集协变的定律 ;非普遍定律

指不是普遍定律的定律.

显然 ,假设条件集的强等价变换和定律 (集) 的强

等价变换均保持定律的普遍或非普遍性质不变.

举例如下 :在经典力学的单质点机械能定律式 (2)

中 , n = 1 是协变假设条件 ,故机械能定律是普遍定律 ;而

单质点机械能守恒定律式 (1) 则是含有非协变假设条件

“Fn·v + 5 V / 5 t = 0”的非普遍定律. 又如高斯定律 ,“对于

电磁场 , ·D =ρ”,其中“电磁场”这一定性概念是协变

假设条件 ,故高斯定律是普遍定律 ;而自由电荷密度为

零的高斯定律“ρ= 0 → ·D = 0”则是含有非协变假设条

件“ρ= 0”的非普遍定律. 协变假设条件 ,如式 (1)和式 (2)

中的 n = 1 ,当不致造成误解时也可以省略不写.

2 　狭义相对性原理对普遍定律和非普遍定律的惯性

系变换性质之共同要求

　　利用惯性系变换关系的可逆性容易证明 (见附录

Ⅱ) ,狭义相对性原理 (表述 Ⅰ) 对自然界定律关于惯性

系变换性质的要求可概括为如下的等价表述 :

狭义相对性原理(表述 Ⅱ) 　对惯性系 S 中的任一

定律 ,总可以从 S中的若干定律出发 ,借助于惯性系变

换关系式导出 S′中与其形式相同的定律.

本文把表述 Ⅱ对自然界定律所提出的要求称为可

导出性要求 .

3 　狭义相对性原理对普遍定律和非普遍定律的惯性

系变换性质之不同要求

　　狭义相对性原理 (表述Ⅲ) 　对于惯性系之间的变

换 ,自然界普遍定律是协变的 ,非普遍定律不协变 ,但是

可导出的. (注意 ,“协变”包括单独协变和联立协变) .

证明 　第一步 : 先从狭义相对性原理 (表述 Ⅰ) 证

明自然界普遍定律是协变的.

设在惯性系 S中 ,任取一普遍定律 L ,其假设条件

集为 d , d 当然是协变的. 记 S 中假设条件集为 d 的所

有普遍定律一起所构成的集合为 Qd (往往含有无穷多

个元素) ,它含有 L . 当 d 给定时 , Qd 显然是唯一的 ,称

为“d 决定的 S 中最大普遍定律集”. 狭义相对性原理

(表述 Ⅰ)保证 ,在惯性系 S′中有与 L 、d 及 Qd 形式相

同的普遍定律 L′、假设条件集 d′及“d′决定的 S′中最

大普遍定律集”Q′d′. 另一方面 ,由于 d 是协变假设条

件集 ,所以可以对 Qd 作跨惯性系的强等价变换 T ,使

d 变为 S′中形式相同的 d′,同时 Qd 变为 S′中以 d′为

假设条件的某普遍定律集 W′d′= TQd ,即 Qd Ζ W′d′.

由于 Q′d′是 d′决定的 S′中最大普遍定律集 ,故 W′d′中

的定律必全部属于 Q′d′,即有 Q′d′] W′d′,所以 Q′d′]
Qd .反过来 ,利用 S′到 S 的变换 ,同样可以证明 Qd ]

Q′d′. 故 Qd Ζ Q′d′,所以 Qd 是含有普遍定律 L 的、条件

集 d 决定的协变集. 于是普遍定律 L 是 (联立) 协变的.

第一步证毕. (如果读者不喜欢含有无穷元素的协变集

Qd ,那么附录 Ⅲ给出了从 Qd 中提取的 ,含有普遍定律

L 的有限协变集. )

第二步 : 由于非普遍定律的假设条件集不协变 ,故

非普遍定律不协变 ,但狭义相对性原理的表述Ⅱ已表明

非普遍定律是可导出的.至此 ,已从表述Ⅰ导出了表述Ⅲ.

第三步 : 反过来从表述Ⅲ导出表述Ⅰ是容易的.证毕.

狭义相对性原理的表述 Ⅲ就是本文对狭义相对性

原理的流行协变表述进行修正的结果. 需要注意 ,上述

证明中以及附录 Ⅲ中所采用的构造含有普遍定律 L 的

协变集的方法只是一种概念上强有力的构造方法 ,适

合于协变集存在性的证明 ,但通常并不适合于实际操

作. 实用上最方便的是构造四维 (相对论情况) 或三维

(非相对论情况) 张量的方法. 关于这一实用的构造方

法 ,我们将另文讨论[14 ] .

根据狭义相对性原理的表述 Ⅲ和实现定理 Ⅰ,容

易证明如下的实现定理 Ⅱ:

实现定理 Ⅱ　如果在惯性系 S中的某一时空流形中 ,

自然界某普遍定律的假设条件集在某系统上得到实现 ,那

么 ,在该时空流形中 ,其终结集也在该系统上得到实现 ,并
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且在惯性系 S′中的对应的时空流形中 ,同样形式的定律的

假设条件集和终结集在该系统上也得到实现.

4 　“协变性疑难”的解决

一切定律都无例外地服从狭义相对性原理的表述

Ⅰ,所以一切定律都无例外地服从与之等价的本文狭

义相对性原理 (见本文注脚 1)的表述 Ⅲ,机械能守恒定

律当然不可能例外 ,后者是极容易验证的.

我们不可能通过协变定义的改变或其他方式来人

为地造一个“狭义相对性原理”,使得机械能守恒定律

不服从它. 这是因为 ,任何其他命题必须与表述 Ⅰ等价

才有资格加入狭义相对性原理表述的行列 ;既然如此 ,

它必定也与表述 Ⅲ等价 ,所以它不是显含就是隐含 (即

蕴涵)着表述 Ⅰ和 Ⅲ的要求.

5 　关于广义相对性原理

广义相对性原理不是本文的主要对象 ,但在上文

的基础上 ,容易得到有关的重要结论. 把狭义相对性原

理 (表述 Ⅰ)中的“惯性系”改为“参考系”,并允许“自然

界定律”包括广义相对论的有关定律 ,那么 ,表述 Ⅰ便

成为广义相对性原理的一种表述 ,仍记为表述 Ⅰ. 上文

的诸定义、定理和狭义相对性原理的表述虽然针对惯

性系 ,但在所涉及的证明中 ,并未用到洛伦兹变换或惯

性系的其他特有性质 ,只是承认了狭义相对性原理的

表述 Ⅰ,并利用了变换的正则性和可逆性 ,而这些性质

也是广义相对性原理涉及的参考系所具有的 ,所以我

们只需承认广义相对性原理的表述 Ⅰ,并在上文诸定

义 (强导出、强等价、协变、普遍定律和非普遍定律等) ,

表述 Ⅱ和 Ⅲ,实现定理 ,以及所涉及的证明中将“惯性

系”和“惯性系变换”分别改为“参考系”和“参考系变

换”,便得到与广义相对性原理相关的定义、定理、表述

和有关的证明. 这里只列出最重要的一条 :

广义相对性原理 (表述 Ⅲ) 　在参考系变换下 ,自

然界普遍定律是协变的 ,而非普遍定律是不协变 ,但可

导出的.

附录 Ⅰ　实现定理 Ⅰ的证明

证明 　设在惯性系 S 中 ,某假设条件集为 a 的定

律 a →b1 属于一个协变集 Q ,并且在 S 系中的某一时

空流形Ψ中 , a 在某一系统 Z 上得到实现. a 的实现和

a →b1 保证在 S系中的Ψ中 ,终结集 b1 也在系统 Z 上

得到实现.

根据狭义相对性原理 (表述 Ⅰ) ,S 系中的定律 a →

b1 保证在惯性系 S′中成立定律 a′→b′1 . Q 协变 ,按定

义即 Q Ζ Q′,且 a Ζ a′,这时 a′和 Q′分别是 S′系中与

a 和 Q 形式相同的假设条件集和定律集. a 的实现和 a

Ζ a′保证 ,在 S′系中与Ψ对应的时空流形Ψ′中 ,条件

集 a′也在系统 Z 上得到实现 ,从而 a′→b′1 保证在Ψ′

中 , b′1 也在系统 Z 上得到实现. 证毕.

附录 Ⅱ　狭义相对性原理 (表述 Ⅱ) 的证明

证明 　从表述 Ⅰ导出表述 Ⅱ:在惯性系 S 中任取

一定律 A ,根据狭义相对性原理的表述 Ⅰ,惯性系 S′中

存在与其形式相同的定律 A′. 将 A′通过惯性系 S′和惯

性系 S之间的变换关系而变换到惯性系 S 中 (逆变换

法) ,记结果为 B ,它显然是惯性系 S 中的一个正确命

题 ,从而构成惯性系 S中的一条定律. 变换的可逆性保

证 B 可以借助于惯性系变换关系式导出 S′中的定律

A′.这就证明了表述 Ⅱ. (当 B 又可以从惯性系 S 中其

他若干定律导出时 ,我们也可以说 ,定律 A′是从这些

“若干定律导出”的. ) 反过来 ,从表述 Ⅱ导出表述 Ⅰ是

容易的. 证毕.

附录 Ⅲ　从 Qd 中提取含有普遍定律 L 的有限协变集

首先 ,独立定律集指这样的条件相同定律集 ,其中

任何一个元素都不能由其余元素所构成的子集强导

出.下面的讨论接第 3 节狭义相对性原理 (表述 Ⅲ) 证

明中的第一步. 从已得到的 ,惯性系 S 中含有普遍定律

L 的协变集 Qd 中找出包含定律 L 在内的独立普遍定

律子集 ,使得若在该子集中再增加一个 Qd 中的定律 ,

便破坏了独立性 ,故称这样得到的子集为“含有 L 的

Qd 中最大独立普遍定律子集”. 显然它只含有有限个元

素 ,但不唯一 ,而由 d , L ∈Qd 和另一多维参数α∈Ωd , L

所唯一确定 ,记为 R d , L ,α,其中 Ωd , L 为α的定义域 ,它

依赖于 d 和 L . 现在证明 ,对于任取的α∈Ωd , L ,含有普

遍定律 L 的有限普遍定律集 R d , L ,α是协变集.

由狭义相对性原理 (表述 Ⅰ)知 , Q′d′中含有形式与

R d , L ,α相同的最大独立普遍定律子集 R′d′, L′,α′. 由于

R d , L ,α的假设条件集 d 的协变性 ,可作跨惯性系的强等

价变换 A ,使 d 变为惯性系 S′中形式相同的 d′,同时 ,

R d , L ,α变为 S′中某个假设条件集为 d′的普遍定律子

集 ,记为 M′d′,即

R d , L ,αΖ M′d′ (7)

由于 Q′d′是 S′中“d′决定的 S′中最大普遍定律集”,故

M′d′Α Q′d′. 此式结合 R′d′, L′,α′在 Q′d′中的最大独立性

得 R′d′, L′,α′ ] M′d′. 此式和式 ( 7 ) 给出 R′d′, L′,α′ ]
R d , L ,α.反过来 , 利用 S′到 S 的变换 ,同样可以证明

R d , L ,α ] R′d′, L′,α′. 故 R′d′, L′,α′Ζ R d , L ,α,所以 R d , L ,α是

含有普遍定律 L 的有限协变集.

笔者与北京大学赵凯华教授、北京师范大学喀兴
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Relativity principle’s different requirements for properties of universal

la ws and special la ws under reference2system2transformation
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Abstract : It is proved that all the universal laws of nature are co2variant , and none of the special

laws is co2variant .

Key words : difficulty of co2variance ; principle of special relativity ; principle of general relativity ;

Lorentz t ransformation ; Galilean transformation ; univeral law ; special law
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