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摘要 应用小波变换对 曲线和 种方法生成的分数维布朗运动 进行了分析
,

验证了该方法计

算分形维数具有较高的精度
。

在宽广的分形维数范围内
,

与其他 种计算方法比较表明
,

小波变换方法的精确

性和一致性都最好
。

小波变换为进一步分辨确定性信号
、

分形特征的信号或完全随机性的信号提供了一种有效

工具
,

为评价粗糙表面形貌的分形特征提供了前提条件
。

关键词 小波变换 分数维布朗运动 曲线 分形维数
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大量研究表明粗糙表面的轮廓 曲线具有分形

特征
。

研究者们尝试用具有确定分形特征的数学

曲线或面来模拟实际表面的形貌
,

如

一 函数
、

分数维布 朗运动

和康托集
’

等
,

但是尚未取

得一致的结果
一 ,

其中一个关键问题是如何精确

地计算曲线的分形维数
,

分形维数是描述系统分

形特征的定量参数
。

尽管从严格的数学角度可 以

定义分形维数 例如 维数
,

但实际中难

以精确计算 卜
。

目前
,

人们已经提出在时域和频

域 上 估 计 分 形 维 数 的方 法
,

包 括 盒 子 法
、

尺码法 、恤
、

差

方 法 物
、

协 方 差 法
一

、

结构函数法
、

功率谱法 小 以及 侧 分析法

等
一‘ 。

其中功率

谱法是在频域上进行分析
,

其余的属于时域法
。

比较上述不同方法计算分形维数的精度是一

个有意义的研究课题
。

等应用标准分形函

数对前 种方法进行了对 比研究
,

认为差方法的

计算精度最高 等基于 一 函数对

前 种方法进行了研究
,

得到的结论是差方法优

于盒子法
、

尺码法和功率谱法 葛世荣等对协方

差法引入了一个加权系数后发现
,

计算精度高于

盒子法
、

尺码法
、

差方法和结构函数法
。

这里

应指出的是 这些方法都是在某些特定条件下定

义的
,

对于不同性质的对象 即上述分形函数
,

计

算结果差别很大 此外
,

这些研究者们均未用到

小波变换方法
。

小波变换是通过从大到小不同尺度的变换
,

在越来越小的尺度上观察到越来越丰富的细节
,

在揭示尺度和空间不变性方面有着独特的优点
,

而分形的本质就是具有这两方面的特征
。

因此
,

小波变换是进行分形分析的有效手段之一
,

己经

在多尺度分析
、

参数估计
、

分形反演和分形图像

编码方面得到了广泛的应用 ’一 ’
。

本文作者首次

提出了用小波变换方法计算曲线的分形维数
,

并

基于
一

一 函数和
一

一 函数验证 了该方法 , ’ 。

本文

的研究注重于两个方面 首先
,

小波变换给出的

结果应与曲线的理论分形维数最为接近 其次
,

当分形维数在较大范围内变化时
,

小波变换的精

度是否具有一致性
。

简言之
,

我们试图通过计算

实例表明
,

针对不同的分形 曲线
,

在宽广的分形

维数范围内
,

小波变换具有最好的精度
。

只有当

计算分形维数的精度足够高时
,

区分研究对象在

不 同的标度区 或线性区 的特征才有可能
,

在这个

意义上
,

小波变换将尤其适用于粗糙表面多重分

形研究
。

小波变换方法

国家 自然科学基金 和中科院力学所非线性力学国家重

点实验室资助项目
。

收到初稿
,

收到修改稿

定义 如果函数族 叭
, 。

是 尸 实数

域内积空间 中的一个规范正交基
,

且
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甄
, 。 一 几‘ , 树 几 一 。

式中 无
, , 任 整数

则称函数叭
, 。 二 为二进正交小波函数

。

定义 设 巩 是集合笼叭
, ,

的线性张成

在 尸 中的闭包
。

尸 能分解成 巩 的直和 记

为
,

相应的子空间为

气 ⋯由 嗽
一

田 嗽
一

且令 残
。

为 玖的一个正交基
。

对任意函数人
十 】 任 珠

, ,

存在 人 任 玖

和 巩
,

使得
, 二

则几 和 、 分别可 以唯一表示为

竺里卫一标准的采样函数
北

几 艺
。

, ,

人
, 。 ‘ 一 。

”

茵 衅

乙
、, ,

俨
, 。 一

定理 对有界连续函数 尸
,

则
“

指数为 的 悦 连续复数空间 的充要

条件是 气 的小波变换 吸
。

满足不等式

人
, ,

阵
火 一“ ‘ ,‘, ,

式中 五
,

一一常数

用 指数 把小波变换与分形关联

起来
,

则函数 的分形维数为

刀卜 一

式中
,

指数的定义参见文献【
。

令

簇
,

对 么
,

取一范数
,

推导式 为

艺
刀

, · 、 一 。

一
一 乙仙 乙

式中
云

, 。

认
, , 试 二

几

叭
尹酬祠了介无妇犷

口

品铸

﹃二,

,么
,

由 印
, 。

求毛,
。

和 ,
。

称为二进小波分解变

换 反之
,

称为二进小波重构变换
。

,
刀

与 心
分别称作函数 的 尺度逼近谱和小波谱

。

本

文中 代表分形 曲线
,

有限二进制离散形式是

几 。 。

采用 算法
,

八 。 万 的道贝奇斯

小波分解和重构变换分别为 ,

对式 两边取对数
,

得

凡
, 一 、

用最小二乘法求解式 得到最佳的 凡
访 和

值
。

文献 中将 峨 取为序列 成 中的模极

大值
,

但是计算结果并不理想
。

本文作者首次提

出用一范数计算分形维数
,

具有很好的效果
。

具

体比较参见文献
。

、
, , ,

艺
, 一 。 、、,

,

加 二 一似 月

, 。 二

艺气
一 。 、 , ,

爪二一 月

” 人犷
十 ,

, , 二

艺 卜 , , 。 , 一二 、, 。

常见的分形曲线

峪 曲线

曲线首先被

述
,

并用于分形维数算法的研究
。

义如下

在区间
,

上
,

具有离散度为

函数
,

其初值条件为
,

厂

儿
,

一 二 几

和 。 等描

对该曲线的定

式中 胜入乞 ,

萍
,

⋯
,

簇 簇

气 一 卜 厂
‘ 二 、 见文献

毛 毛
,

胭味
, 二 , ,

⋯
,

为不同道

贝奇斯小波的零点阶数
。

根据采样定理
,

气
。

用下式准确求解

正整数 的

, 。

·

熟字几“一

对于任意实数 任 ,

少满足下式

二 关 关
、 一 关 一

, , ,

⋯
, 一

式中 关
、 ‘一 · ‘九

, 。 ‘ ‘一 令 二 ,

设初值条件为
,

关二 一 ,

几 二 ,

儿
,

儿
,

则曲线离散采样点的理论分
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形维数
。

构造的曲线如图 所示
,

从图中

可 以看出相隔一代生成离散序列的位置具有明显

的相似性
。

—

三
、

生成近似的分数维布朗运动
。

中点位移法的思想是
,

值取

自均值为 。
,

方差为了 高斯随机变量的一个样

本
,

求中位点的布朗运动值
。

把求得的值作为已

知值
,

再求介于所有已知点间的中位点的布朗运

动值
。

如此反复迭代
,

即可得到在给定区间具有

分级细节的随机分数维布朗运动
。

每一级迭代中

位点位移 的方差为

—
二

尸、 尸

—
‘

二 , 孚不 卜 ’ 一 ,

牙 一

—
二 护

图 曲线

分数维布朗运动

随机布朗运动 也称为布朗噪声 是植物学家

在 年发现的 ,“ ,

它是具有如下特

点的随机过程
。

随机增量 〔 一 符合高斯分布
。

平均平方增量与其时间差成正比
,

即

式中

份、 一 , 卜、一 、

—随机变量的期望值或样本平均值

的增量是统计 自相似的
,

即当任意 及
· 时

,

〔 · 卜 , 一 ,与
去

有相同的概率分布
。

由随机布朗运动特点可知
,

时
,

其方差存在下述关系

。 瓜 一 。

当 簇 , 毛凡毛

用下式近似计算每一级中位点的值
·

一 氏

式中

一
具有高斯分布的随机数

中点位移法生成分数维布朗运动 比较简单
,

在许多情况下具有实用价值
。

但是严格的分析表

明
,

这一随机过程并不是平稳增量的
,

即对时间

来说
,

不都是统计等价的
。

这个缺陷导致生成的

随机过程具有明显的迭代痕迹
。

逐次随机累加法不仅把相对应方差所确定的

位移 加到所计算的中位点上
,

而且还加到所有

其他点上
,

这在一定程度上克服了上述中点位移

法由不平稳带来的缺陷
。

上述两种算法
,

每迭代一次
,

分辨率都按

的比例递进计算的
。

进一步改进这两种方法
,

利

用己知间隔为 占的值
,

插出任意比率位置 占处

的值
,

其中
,

然后再对所有插值点加上一

个随机位移 鲜 称为偏移插值法
。

当设定的分形维数为 时
,

采用这 种方

法生成的分数维布朗运动如图 所示
。

一 , 一 一 , 。 ,

若将式 改写为

了凡 一 一 凡 一 , , 。 ,

将随机布朗运动推广为更一般的情况
,

对任

意
,

万 及
, 一 , 与

专
。十 。 一 。 有相 同的联合分布

,

称为

偏移插值法
, 二

三
、

逐次随机累加法
,

分数维布朗运动伊
。

当 及 时
,

上述 自相似关系就变成 与斗 。 的关系
,

”

犷
护

, 城尸阳勺
一 中点产移法 平

·

平
’

·

图 分数维布朗运动

应用分数维布朗运动 的例子参见文献
、

「
、

。

本文采用中点位移法
、

逐次

随机累加法 和偏移插值法

结果分析

采用小波变换方法计算时
,

为了方便 比较
,
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每条曲线生成 二 个离散点
,

并对所有的曲

线采用了周期延拓以减少边界失真效应
。

选择二

阶 基本小波求得初始逼近谱后
,

对其

进行 级二进制小波分解
,

并计算每级小波谱的

一范数
。

用最小二乘法计算分形维数时
,

应舍去

最高级的小波谱 以消除周期延拓的影响
。

其

中
,

几表示理论分形维数
, 。

表示计算分形维数
。

从图 的结果可以看出
,

对几何上具有严

格分形特征的 刃 曲线进行小波变换后
,

小波谱的一范数具有很好线性度
,

分形维数的计

算精度很高
,

在 以内
。

在此之前
,

本文作者对 一 和 一 函数

这两种常用于表征和模拟机械加工表面轮廓曲线

的标准分形函数采用小波变换方法进行了计算
,

其精度也在 以内
。

因此
,

用小波变换方法能

够较精确计算出分形 曲线的维数
,

这是准确评价

曲线性质的前提条件
。

设定分形维数为
、

和
,

采用中点位

移法
、

逐次随机累加法和偏移插值法生成分数维

布朗运动的离散序列
。

应该说明的是
,

对分数维

布朗运动实际上包含两个问题 即生成 与理

论 的差别 生成 的分形维数与计算分

形维数的差别
。

前者只能由数学分析得到
。

而小

波变换方法能较精确地计算具有严格分形特征 曲

线的分形维数
,

也就是说
,

该小波变换方法也能

较准确地区分不同方法生成 的差异
。

图 一 是小波变换对 种方法生成的分数

维布朗运动的计算结果
。

比较图 和 可以看出
,

由中点位移法生成较大分形维数的
,

在 值

较小时
,

其小波谱的一范数偏离最小二乘拟合直

线较大
,

即出现不平稳的现象
。

逐次随机累加法

的小波谱线性度要优于中点位移法
。

前

面已经指出
,

中点位移法生成的随机过程不是严

格的分数维布朗运动
,

其迭代痕迹在小波谱上得

到了体现
,

分形维数的计算误差也较大
。

逐次随

机累加法是对其的改进
,

小波变换计算逐次随机

累加法 分形维数的误差在 以内
。

图 的

结果表明
,

小波变换评价偏移插值法生成的布朗

运动精度也在 以内
。

为了进一步说明小波变换的精度和优越性
,

本文还采用其他 种方法对这几种 曲线进行了计

算
,

结果如表所示
。

从表中结果可 以看出
,

虽然

某些算法在少数分形维数较小的情况下
,

计算误

差小于小波变换方法 表中加边框的值
,

但是这

个结果对其中的每一种都没有一致性 用盒子法

计算 曲线
,

随着分形维数的增大误差也越

蔓

系数毛

儿 讹 曲线
,

科 一 二 。

、
一

丫笔
‘

一

叶 一 、
、 。

一

系数

伪 中点位移法

碑犷科 刁
。

威、 刁 犷 习

犷 一 二

飞

曹

系数花

逐次随机累加法

科 刁 护

几
二 ,

刁
‘

刀山 ” 峨
’

乡

系数 泛

偏移插法

诚
’

科 刁 , 刀。

口。 二 峨
‘

刁

产 从 吃 ’
一

图 小波变换法计算分形维数
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来越大
,

甚至超过了
,

而且对 曲

线计算误差也超过 了 尺码法和功率谱法的

无标度区十分不明显
,

计算精度相对较低
,

尺码

法对 种 在 二 时
,

误差均超过了

功率谱法对分形维数较大 的
,

误差甚至在

以上
,

计算精度对不同的曲线缺乏一致性

分析法和协方差法与前 种相 比要好
,

但是

难以确定其无标度区
,

在一定尺度范围内拟合得

到的分形维数
,

精度也不稳定
。

和 等人发现差方法在分形维数为

时具有很高的精度
,

本文作者也得到了相同的

结论
。

但是从表中结果可以看出
,

在曲线的分形

维数偏离 时
,

差方法的计算误差开始增大
。

表 计算曲线分形维数的结果

分形曲线

理论维数

儿 中点位移法 逐次随机累加法 偏移插值法

, ,

朋溯﹃盒子法
】

一

少
乃

,

尺码法

一

愕
石

名

石

斗︸、曰厂︸创卜欣汪‘注七八

,

,内‘

月,洲加,产
、

妇
‘

一八一卜引一刀一叹匕一一﹄八,

丫﹁分卜引引︺”一曰‘﹄一门一,一隆一
︸、﹄一尸曰一一月工

‘

,,口月们凡,一穴一门
、一月一一︸

功率谱法

翻

加

乃吕

乙称, ,︸︸‘

回困习

侧 分析法

协方差法

结构函数法

计算值

误差

计算值

误差

计算值

误差

计算值

误差

计算值

误差

计算值

误差

计算值

误差

计算值

误差

一

,

差方法
,

·

些 石

一

川

一一,

小波变换法 卜 专几誓 卜

差 方 法
、

结 构 函 数 法 和 协 方 差 法 计 算

曲线分形维数时精度在 以内
,

与小

波变换法的差别不大
,

但是协方差法在对数坐标图

上出现明显的波动
。

差方法在对数坐标系中的线性度一般比较好
,

但是用差方法计算具有不同分形维数的曲线时
,

计

算精度的一致性不如小波变换
。

对三种理论上有差

别的分数维布朗运动
,

差方法的结果却差别不大
。

结构函数法对 曲线分形维数的计算精度不稳

定
,

并且在延迟时间取较大时
,

结构函数值失真
,

容易造成多重分形的误解
。

另外
,

该方法难以确定

无标度区
。

用所有的方法计算中点位移法 的精度一

般比逐次随机累加法低
,

这从另一方面也说明了前

者生成的随机过程分形特征较后者差
。

对所有的分

形曲线
,

协方差值都存在明显的波动
,

拟合结果的

误差也相对较大
。

最后
,

以高斯白噪声为例进一步比较了差方法

与小波变换方法
。

作为随机信号的白噪声
,

它的离

散序列没有自相似和 自仿射的分形特征
,

但是差方

法计算的结果仍然具有 良好的线性度
,

最小二乘法

拟合的直线斜率为
。

实际上
,

这个值己经

不具有分形维数的含义
,

差方法的直线特性和计算

精度很难说明维数接近于 的过程是随机性过程
。

小波变换分解高斯白噪声得到的小波谱一范数在对

数坐标系中完全不具备线性度
。

这表明两种方法在

区分随机过程和分形方面具有差别
,

用小波变换方

法区分确定性信号
、

分形特征的信号或完全随机性

的信号
,

是本文作者进一步开展的研究工作
。

结论

小波变换方法能够较精确计算

曲线和分数维布朗运动 等曲线的分形维数
,

计算精度优于盒子法
、

尺码法
、

差方法
、

协方差法
、

结构函数法
、

功率谱法以及 侧 分析法等 种方法
。

结合对 一 函数和 一 函数的评价

结论
,

我们的工作表明小波变换方法具有分辨和评
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价曲线分形特征的能力
。

本文研究为小波变换方法在分辨分形特征与其

他特征的表面形貌
,

并准确地确定分形无标度区提

供了前提条件
,

为进一步研究多重分形
,

建立和完

善模拟粗糙表面形貌的数学模型打好了基础
。
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