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摘要 对低雷诺数旋转振动圆柱绕流问题运用低维 方法将
一

方程约化为一组非线

性常微分方程组 运用打靶法数值求解了这组方程的周期解
,

并用 理论对周期解的稳

定性进行了分析
,

研究了流动失稳的机制

关键词 理论
,

圆柱尾迹
,

分岔
,

稳定性
,

打靶法

引 言

圆柱的振动 包括横向
、

流向和旋转振动 是对尾迹进行主动控制的重要方式
,

从研究流场

的稳定性出发
,

对于了解流场的动力学特性
,

探索流动的控制机理具有非常重要的意义 目前

对静止圆柱定常流场的稳定性研究清楚地说明了流场在雷诺数 。 左右经历一次 叩 分

岔 雷诺数定义为 。 〔 。 ,

为圆柱半径
,

王瓜 为无穷远来流速度
, 。 为运动学豁性系

数
, 。 被称为临界雷诺数

,

流动由定常流转变为周期流
,

并导致了 涡街的形

成 这些分析与实验和数值模拟符合得很好 , 对于定常旋转的圆柱尾流
,

数值计算还发现

了在一定的雷诺数和旋转速度比 口八偏 口 是圆柱旋转的角速度 下涡街可能消失
,

从而

导致涡脱落停止 稳定性分析的结果也证实在低雷诺数下旋转效应可以轻微地延迟涡街的产

生

当圆柱受外部周期强迫力作用时
,

流场的响应可以分为两类 一是锁定状态
,

流场中的控

制频率为外部激发频率 二是非锁定情况
,

流场中控制频率为 自然脱涡频率 流场是周期的还是

准周期的取决于外部控制的频率和振幅大小 因此
,

研究强迫振动圆柱绕流流场的稳定性时
,

问题非常复杂

对于非定常流动中较简单的周期性流场 稳定或不稳定 的情况
,

目前 已经有较成熟的理

论 这一理论框架建立在关于常微分方程周期解的稳定性的 理论基础上
,

它通过定义

周期解的 ‘ 截面
,

将周期解的稳定性问题转化为对 映射的不动点稳定性的求

解 对由有限差分或有限元等高精度算法所得到的流场进行这样的分析是非常困难的
,

这主要

因为求解 矩阵时对计算速度和内存要求都非常高
,

使得算法实现时极其困难 本文所

用的 方法通过选取适当的基本模态
,

可以用较少的模得到定性正确
、

定量合理的结

果 风司
,

因此是进行 稳定性分析的很好工具
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进行 理论稳定性研究的一个前提是必须得到扰动尚未发展的周期性基本流场
,

有

时这样的解可以由直接数值积分得到 同 首先得到了对 。 的二维

圆柱周期流场
,

然后运用 理论研究了流动对于三维扰动的稳定性问题 孙德军 则用

了强迫对称的办法得到了流向振动圆柱的周期解
,

并用 稳定性理论研究了周期解的稳

定性 但对于一般的情况
,

比如本文所研究的旋转振动圆柱绕流
,

数值积分方法无法得到稳定

性研究所必须的不稳定周期解 为此
,

我们借助了求解非线性常微分方程组周期解的打靶法

其主要思想是
,

先将周期解问题化为一个非线性常微分方程的边值问题
,

再转化为一个非线性

代数方程组
,

然后用 迭代方法来求解 只要给出较好的初始点
,

算法能很快收敛 与

直接数值积分相比
,

它不仅能求出方程组的不稳定周期解
,

并且具有精度高
,

收敛速度快等特

点

低维 方法

首先用低维 方法计算旋转振动圆柱绕流问题
,

它的优点在于只要用较少的工作

量
,

就可以得到定性正确定量合理的结果 虽然流场精度和其他高精度数值方法相 比有一定的

差距
,

但是在进行流场动力学分析时却有很大的优越性 方法在极坐标下求解

方程
,

将其化为一组非线性常微分方程组 设流函数可以展开为以下的形式

少 一 少 , ,

艺
‘, , ‘ 马

, ‘一 ,

⋯
,

一
,

⋯
,

其中 乌 是满足旋转振动圆柱绕流问题边界条件的基本模态
, ‘ 劝和 马 分别为我们选定

的径向和周向模态
,

它们是 空间中满足齐次边界条件的正交函数 , 川 ,

将 式代入涡

量
一

流函数形式的二维不可压
一

方程
,

并进行 投影可以得到一个关于 订 的非线性

常微分方程组
‘
生 ‘

艺‘。
, ‘ 、‘

艺 。。
, ‘
一 、‘

儿 牲

对于旋转振动圆柱问题
,

其外部控制由两个参数确定
,

它们分别为强迫振幅 。 和频率

用一般的数值算法
,

如四阶
一

法
,

可以求解此方程组
,

得到旋转振动圆柱的流场

进行 稳定性分析时
,

需要得到系统 的稳定或不稳定的周期解
,

为此使用 了打靶法

求解非线性振动系统周期解的打靶法和 理论

首先一般地讨论如何求解非线性常微分方程 组 周期解的问题 若用矢量

比如令 ‘,
,

其中下标 乞
,

则求非线性常微分方程

解
,

就是求满足下面两点边值问题的函数

表示 访

组 的周期

、、少

任
‘

义 义
, ,

一 义
,

其中满足上式的最小正数 称为解的周期 问题 中只要已知初值
,

方程就可以通过直

接的数值积分求解出周期解来
,

因此我们可以将它看成关于初始条件 的非线性代数方程

组 实际计算过程中该问题可以分成两类 对于较简单的情况
,

解的周期 是已知的
,

我们将
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它称为问题
,

此时仅需确定 当周期 是未知数时
,

由于周期有待确定
,

未知数个数较

问题 多
,

因此我们必须 已知 的一个分量
,

方程才可能被求解
,

该情况称为问题

对于问题
,

我们引入参数向量 , ,

可以设 二 , ,

⋯
,

纵 对于问题
,

我们

不妨设 中已知的分量为 二 ,

此时参数向量 取为
, ,

⋯
,

纵
,

则

问题转化为对参量 的求解 方程 相应地变为

、矛

几
任了

, 亡 夕 ,

。 三 , 一 万
,

其中 或 是一个维数任意的函数
,

描述方程对

抓 对于问题
,

取 的 在上式中
,

的依赖性 对于问题
,

我们可以简单地取
,

通过求解下列初值问题得到

。 二

、、了、、,户少

子卜
么尹

对于 未知的情况
,

该方程数值积分上限是向量 吕 中的第一个分量 由式 中 司 ,

看出这是一个非线性方程组求根的问题
,

运用 法可以求解

‘ ‘ 一 夕‘ ‘ 。‘

其中
‘ ‘ 是 的 矩阵

,

它由差分公式
‘ ‘ ‘ △ 一 ‘ △。 给出

为了考察方程 的周期解 了 的稳定性
,

我们将非线性方程组在周期解附近线性展开
,

得到周期系数线性方程组

其中 二 一 了
,

矩阵 二 了 又 根据 七理论
,

对于该线化系统的基

本解矩阵 到
,

存在一个非奇异矩阵
,

它满足等式 到 劝 到
,

即 咧 一 到 劝

矩阵 的特征值 拼‘ ‘ , ,

⋯
,

称为特征乘数
,

它在复平面内可以表达为 拜 二 叶
一 哟 周期解 了 的稳定性的判别准则是 若所有 拼‘ 】

,

系统为渐进稳定

若某一 拼‘ ,

系统为不稳定

我们定义特征指数 ‘ 为 口 风一 口 三的
,

并记 ‘ 氏 。拉
,

则 ‘ 为扰动增

长率
, 。‘ 为扰动模态圆频率

,

且有 。‘ 当有一个实特征值或一对共扼的复特征值的模大

于 时
,

不妨设为 拼、 ,

则有 。、 周期解失稳后系统中出现由 。 确定的周期 及 叮。、 ,

且有关系式 几 二
,

根据特征指数虚部
,

系统的动力学行为可以分为 当特征值从

负实轴穿出单位圆时
, 二 ,

新模态频率正好是原来频率的一半
,

此时发生了倍周期分岔现

象 当特征值从正实轴穿出单位圆
, ,

发生间歇现象 当有一对复特征值穿出单

位圆
,

此时发生的是 叩 分岔现象
,

不稳定模态的频率可以由 山‘确定 关于 理论的

证明和更详细的论述可参考文献 【

结果分析

本文旨在研究超临界雷诺数 。 下不同激发频率对流场的影响
,

并力图从分岔理论

的角度来说明旋转振动绕流中流动失稳的情况 在计算中不妨取雷诺数 。 ,

此时自然涡脱
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落 无激发 频率 且设 。 ,

主要考虑流动在不同强迫频率下的响应 运用

方法求解流场时
,

流函数表达式 中
, 二

倍周期分岔现象

我们首先考虑 儿 时流场的频率响应
,

采用固定周期 的 类打靶法求解周期性

的基本流场
,

其中流场的周期设定为外部激励的周期 我们绘制了该流场在一个周期内变化的

流线图 图
,

与我们通常所看到的数值积分得到的流场图 图 相比
,

打靶法求得的解有以下

特点 圆柱后面始终存在两个涡
,

它们并不随时间的增长交替脱落
,

只是在原来的位置上随圆

柱的旋转而交替增强或削弱
,

说明此时没有生成 涡街
,

流场的周期性是由强迫振动引

一

·

一

一

一 一

乒
牙之尧﹄注含目

尹二二二

一一雄
一

一

薯
嘛 护

一 七一

一 一

图 打靶法求得的周期流场 儿 ,
,

流动无 涡街脱落
,

流场频率是强迫频率

吧 人

叫
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一

。

一

一

一

式 , 二二孟飞

》二几万誉

扮
“二 二

一

一

娜
一

一

一

一

一

一

图 直接积分的准周期流场 二 ,

可以观察与图 的不同是涡脱落现象
一

妙
,

起的 由该周期性的基本流场出发
,

我们研究了流场的 稳定性 图 分别是打靶

法所得的 二 二
,

, 处流场的速度相图和 矩阵的特征值 从图上
,

我们可以看到最

大的 乘数 拼 二 一 从负实轴穿出单位圆 根据 理论知道
,

这个周期性基

本流场是不稳定的
,

在引入扰动后将产生倍周期分岔现象
,

产生一个半频模态
,

可以计算出这

个模态的频率为 二 ,

是 自然涡脱落频率

直接数值积分的结果也证实了我们的理论分析
,

这可从图 的数值积分结果的频谱分析

中看出
,

峰值频率为 儿 和
,

此时流动处于半频锁定状态
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⋯
,

洛

一

一

一

·

困
的。苗。妙。。七昭西目目一留日﹃

周期流场的速度相图

姗

一 ‘ 二 三 一 一 一 一
一 一

特征乘数
,

其中最大的乘数从负实轴穿出单位圆

‘ 。 ,

。一

几

一一,日””日“日比比日日︸日日树洲圈

一一
﹄,

扮﹃的。书﹄祠护,助。一

介

直接数值积分流场的频谱分析
,

峰值频率对应涡脱落频率及其倍频
一 ,

图 倍周期分岔现象 儿 儿

·

分岔现象

现在我们研究 时的情况 选取固定周期 的 类打靶法求解周期性的基本流

场
,

其周期同样设定为外部激励的周期 根据打靶法得到的结果
,

与 的情况相似
,

此时得到的周期流场仍然没有观察到涡脱落的产生

由周期性基本流场出发
,

我们计算了周期解的 稳定性 图 是周期流场的速度

相图
,

图 则为 矩阵的特征值 从图上我们可以观察到有一对共扼复根穿出单位圆

内
,

二 一 上 根据 理论知道
,

这个周期解是不稳定的
,

而且最大模的特
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征值是从单位圆中穿出的一对复根
,

因此将产生 叩 分岔现象
,

产生一个与特征值虚部相关

的模态 我们的计算表明这个模态的频率为
,

与涡脱落频率是一致的

我们同样采用直接数值积分与上述结果作比较
,

得到的准周期流场的频谱图和速度相图

图 。 与 稳定性分析符合得很好

﹄﹄曰勺乙︸上

一一一

留,一记卜口妙。怡七‘西‘月助目日﹃

洛

一

一 什 ·

一 一

一

一 一

周期流场的速度相图 特征乘数
,

其中一对共扼虚根穿出单位圈
,

朗

一

一

‘ 一

扭 二
,

扮﹃仍韶﹄祠。。﹄。诊。切。一

丘

直接数值积分流场的频谱分析
,

峰值频率对应

涡脱落频率及强迫颇率
一 ,

一 一
匕

直接数值积分准周期流场的速度相图
一

图 分岔现象 人

人

锁定现象

我们还研究了锁定情况下流场的稳定性
,

选取外部激励为 二 的情况进行分析 采

用周期未知的 类打靶法来求解此时的周期解 图 是所得周期解的速度相图
,

通过观察

我们发现打靶法所得的周期解和直接数值积分的结果是相同的 用 稳定性理论分析的
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结果表明
,

此时的流动在二维扰动下是稳定的 图

非线性系统的直接数值积分结果的频谱分析见图
,

其峰值频率等于 从这些

结果可以认为
,

流场此时为稳定的周期运动
,

且流场的控制频率是强迫频率
,

即流动处于锁定

状态

一日︸

⋯
几工一“

备

一

一

一

一

忍,一‘乙。忽怡龙卜知
口

导日一

一 一 一 一 扮
一

一一

一

周期流场的速度相图 特征乘数皆在单位团内
,

表明流动是趁定的

,

·

一

一 ,

补种一。息切。吕﹄。尔。的。一

一

直接数值积分流场的报谱分析
,

峰值翔率对应外部吸迫绷率

勿
,

日

图 锁定情况的流动分析

谊
·

结 论

本文运用低维 方法研究了低 数下圆柱尾迹的定性性质
,

并结合运用打靶法获
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得了圆柱旋转振荡绕流尾迹的不稳定周期解
,

同时利用 理论
,

对圆柱绕流周期流场的

稳定性和分岔进行了研究 结果表明在超临界雷诺数下
,

由打靶法获得的圆柱尾迹失稳前的周

期性基本流场中
,

圆柱后面的两个涡只是发生交替增强和削弱
,

而不是交替脱落
,

没有卡门涡

街的产生 对周期解的 稳定性分析表明
,

流动由周期解过渡到准周期解的过程是复杂

的 我们分析其中存在的倍周期分岔和 叩 分岔等情况
,

这些结果与直接数值积分都吻合很

好 在整频锁定情况下
,

由于圆柱的脱涡频率为外部激振频率所俘获
,

打靶法求得的流场也是

涡街已经脱落的周期解
,

因此总是稳定的 这些结果加深了我们对尾迹动力学特性的认识
,

并

对实现流动的控制有重要的参考价值
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