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摘要 在线性压电本构方程框架下
,

用复势函数方法对椭圆切 模型进行了精确的数值计算

完整地考虑了各向异性力电祸合效应以及切 口 内不同电介质的介电性质 给出了切 口 内部不同

介电性质对压电材料内部应力的影响 指出了 文章里的
一

些计算错误 由于现在文献中

很少有关于电导通边界条件下理论解的数值结果
,

所以本文同时提供了不同电边界条件下的理

论解的数值结果 最后通过最小势能原理建立了 结点有限元模型
,

对椭圆切 口 问题进行了计

算并与理论解进行了仔细比较

关锐词 压电材料
,

椭圆切 口
,

孔洞
,

数值解
,

有限元

引 言

压 电材料在智能元件中得到广泛应用 它既可作具有感知功能的传感器
,

又可用作具有制

动功能的执行器 由于 电和力的祸合作用
,

压电材料的电致断裂
、

电致疲劳时有发生 对于压

电材料断裂行为研究 日益受到重视
已有很多学者对线性压电材料的断裂行为进行了理论研究 基于电动力学的基

本原理
,

建立了裂纹面上电可导通条件
,

认为裂纹内介质的介电系数远远小于

压 电材料的介电系数
,

因此可以将裂纹视为绝缘裂纹
,

提出了裂纹面上 电位移法向分量为零的

电边界条件
一

边界条件
’

,

同 将裂纹处理为扁平椭圆切 口
,

在压电基体与椭圆切 口 的界面上
,

采

嘈力
、

法向电位移及电势连续条件
,

分析 了裂纹面上不同电边界条件对裂尖场的影响 指出
￡ 叶

刁夕

—
目 绝缘裂纹假设才可以成立 由于

一

电边界条件可以简化裂纹问题的求解
,

因

用当

乙爪

此在国际上比较流行
,

等

采用复势方法对压电材料椭圆切 口 在
一

边界条件下进行了理论分析
,

得到了椭圆切

口 的应力集中因子等可参考数据 但是在他的结果中出现了部分计算错误
,

本文将予以指正

和 将 方法运用到压电介质中
,

提出了求解压 电介质椭圆切 口 问题的

一般方法 给出了在无限远处受均匀场作用时
,

压电介质与椭圆切 口 内的应力
、

电位移求解公

式
,

但未给出任何具体问题的数值结果 另外 等 也对椭圆夹杂问题进行 了理论推导
,

也

未给出任何数值结果

和
,

和 以 采用有限元方法对压电介质的裂纹问题和椭圆切 口 问题

进行了分析
,

他们的有限元结果与 护 的理论结果基本符合 但是不难发现
,

他们并未给出

在远场为电位移载荷情况下
,

椭圆切 口界面上的应力分布图和 电场强度法向分量图的有限元结

果与 理论结果的比较
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本文对 和 的方法进行了一些改进
,

求解更为方便 并在此基础上进行 了大

量的计算
,

对比了椭圆切 口 内部不同介电性质对应力
、

电位移矢量的影响 而且在给出理论解

的同时
,

与有限元解进行了比较

求解公式

众所周知
,

压电材料内部应力及电位移场可以用下式表示 ,

, 、

口云 乙上 嘴 夕 口 、 , 名 、 之,

。。
咨

, , , 、

仃“

一
‘“ 飞么

”
·‘ “ ’‘ “ ’ ’

根据 和 及 ‘ 的工作
,

一

艺
‘ 几

“

一
, · 价

, , , 、

么
”一“‘ ’ 、‘ ’

可以把椭圆切 口 问题简化为求解下列方程组
、‘

咨‘

一

叮 罗

二

式中未知列向量 表征了复势函数 几 气 在无穷远处的性质

助它其

、‘‘,

托
名人 ‘ “‘ ,

叮 , , ,

咖

片 和 罗是无穷远处的广义应力值
,

六
,

哭
,

翁
, 一 ,

罗 花
,

翁
,

霎
, 一刀罗

,

各量的具体含义参见文献 【

因为 霭 三 欲
,

即

‘ 。二

硫可 三 一

艺 久‘ , ‘ 、‘ 瓦万蔽而
犬二

次︸一卜目︸一

、之

所以方程 相当于 个方程含 个未知数
,

不能直接求解出复数矢量 我们考虑无穷远处

位移方程
,

不难得到

万万二 , 护

, 为无穷远处广义应变
,

假设远场刚体转动 。 ,

我们有 , 产 胃
,

, 罚
,

嘴
, 一 产 根

据线弹性本构方程和 护
,

罗 可以求出 , 罚
,

得到方程

艺
‘ 、‘ 不万‘ 嗡

万

通过方程
,

联立可以很容易地求解出矢量 将 按照文献 的方法代入到式
,

就

可以求出无穷大压电体含椭圆切 口 问题的应力
、

电位移场的解

算 例

在这一节里我们以
一

陶瓷为例进行计算 我们采用 的压电材料系数来 自文献【
,

轴为极轴
,

对中心椭圆切 口 内部为硅油和采用
一

边界条件的问题进行多组计算
,

并将计算结
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果进行比较 本文理论计算的数值结果为通过 进行计算的结果
,

可以达到 位

有效数字的精度
,

避免了中间求解过程所带来的计算误差

一

边界条件下中心圆孔

我们计算一个无限大体压电材料含一中心圆孔问题
,

圆孔的半径为 边界条件为

鑫 。 或 了 。

。 沁 ,

在 上

二 轴为压电材料的极轴 以下计算中同时提供了解析解和有限元计算结果 有限元计算时采用

边长为 的正方形代替无限大体 在直角坐标系下此问题是关于 , 轴对称
,

力场关于 轴对

称
,

电势关于 轴反对称 所以有限元计算模

。考

型为 个样品

以下给出本文的计算结果
,

其中所用的单

位是【。 」 一 ,

【 」 一‘ ,

【 」 一“

当只施加 药 。 时
,

圆孔边界上的

应力 。 ,

电位移 。 和 电场
, 。 的分布

,

如

图
,

图
,

图 所示 图中的在限元值

是在 的情况下计算得出的 在有限

元计算圆孔问题时
,

使用了 个 结点 单

元
,

共有 个结点 可以看出理论结果与

有限元结果符合得很好
,

并且与 的理论

结果符合得也是相当好

当只施加 犷 时
,

圆周边界上

的应力 。。 ,

电位移 。 和电场
, 。 的分布

如图 图 所示

一一 入

一 沙
,,

图 无穷远力载荷 下
, 。 在圆孔边界上的分布

一 。。 。

丁男 二 勃

一一 入

—— 脚工泛

、。一匕之嘴二匕

二三一。︻︵二﹄电之︶

图 无穷远力载荷下
,

在圆孔边界上的分布
。 。

口井

图 无穷远力载荷下
,

场在圆孔边界上的分布
召 二 。 。 ,

鑫 口 。

图 图 中的有限元结果 是 侧 的情况下计算得到的 在有限元计算圆孔

问题时
,

使用 了 个 结点单元
,

共有 个结点
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。

。勺

图 无穷远电位移载荷下
,

在圈孔边界上的分布

通

拓

鱿 岁

图 无穷远电位移载荷下
,

刀 在圆孔边界上的分布

网 结果

沁

‘ , 幻

罗 。 , 招 【」

。之色︵。。考︶

一

一

一

一

丫。之乞工︵。。考︶

图 无穷远电位移载荷下
,

心 在目孔边界上的分布
·

血 , 。

罗

图 无穷远电位移载荷下
,

仰 在圆孔边界上的分布
,

佣 【 结果

,

以 幻。

罗
·

佣

·

汀
甲已洛色工

一

。

⋯
一

一

心
承。

一

一 叮 尽 。

曰

匕

军车竺二兰二六士聋华
幸

翰
二

午

下甲已洛色一。者
卜。自‘闰

图 无穷远电位移载菏下
,

场在目孔边界上的分布

公访 一 丘 一 尽
。。

罗 。
·

蔺

图 无穷远电位移载荷下
,

场在圆孔边界上的分布
·

场
。

〔 】 尽

罗
。
勿 、

本文的计算结果是在 个周期上表示
,

是在半个周期上表示 本文的电位移场大
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小和走势与 的基本相似 如图
,

图 而应力值和 的应力值相差一个量级
,

并

且分布形状也完全不同 图
,

图 电场强度数值大小的量级是相同的
,

但是 分布形

状是不同的 下面我们定性的分析一下
,

的性质
,

解释为什么说 的
,

结果是错误的

由于 采用的是 电不导通边界条件
,

即
, , 。 二 在圆孔边界上 根据本构方程

守‘, “ 、, 、 夕、‘

‘ 一 ‘ 、 口‘ 、

为其单一极轴
,

考虑材料参数的对称性得 几 一 所以当 。 时有 尽
口

, 一 。 ,

即有
,

如图 所示 由此可以看出文献 的 场 图 是不正

确的

一

边界条件与电导通边界条件对比

在无限大体中
,

含有椭圆切 口
,

椭圆内部为硅油
,

相对介电系数为 边界条件为在

无穷远处
。兹 。 或 罗 。

不同 值时只施加 口男 。。

表 轰 。 条件下的 。 ,

和 。 ,

。。 ,

访 。 ,

, 书

夕二 ,

】
一

即 伴
。口 匈 口叮内

人

⋯
上

一口
肠一一

石

刀

。。
·

。。
·

一

不同 值时只施加 罚 。

表

几 。。 ,

兹 二 。 条件下的 , 。 ,

和 , ,

,

犷

,生

竺

一

一

一 ‘
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可以看出
,

对于圆孔来说
,

两种边界条件所产生的差别不大 即当 一 孚
·

竺 《
, 一

边
‘

一
’

曰 ’ ‘ ’

切 ‘ 刁 “ ‘ ’一 川
’ 姗 ” 一 ” ”

’‘ ’ ‘

一
一 ‘

一“ ‘ ’ ‘ 、 ’ 一 ’

一 勿 一
’ 一 一

界条件是适用的 即使是 、 时
, 一

边界条件还是只有非常小的误差 当

。 峥 或 时用 边界条件计算会有很大的误差 如 。 、 时误差可达

到 、
,

二 。 二 时误差可达到 、

由于以上计算都是建立在线性基础上的结果
,

所以在混合加载时可以把两种结果相加得出

最终结果

结 论

本文给出了无限大压电体椭圆切 口理论解的一批数值结果和有限元计算结果
,

对以后的理

论
、

有限元及工程实际有一定的参考价谭 同时指出了 的部分结果有错 而 的结果

已经成为许多压电材料有限元程序编制者验证程序的准则
,

本文的分析指出他部分计算结果有

错
,

这样可以使后人在检验有限元程序时少走弯路
,
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