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压电类智能梁元的力学特性及最优控制
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文摘　本文分别从压电的传感器和驱动器的力学和电磁学特性入手, 详细地描述了带有反馈装

置的表面铺设传感器和驱动器的智能梁的力学特性, 给出了其微分方程; 同时, 根据有限元理

论, 推导了智能梁离散系统的动态微分方程及能量方程。在理论分析的基础上, 对反馈装置带来

的控制力进行优化分析, 尽可能地提高了驱动器的使用效率。
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目前, 已有不少文献报道了有关智能材料控制方面的研究, 如: B P letner、H

A b ramovich 对智能材料壳体进行了初步的探讨, 并且分析了壳体的静态响应、动态响应的

控制方程[2 ]。S H anagud、M W O bal、A J Calise 在“压电传感器和驱动器的最优控制”一文

中[3 ] , 详细地论述了智能梁元的力学特性; 探讨了在不位置上布设传感器和驱动器的最优控

制问题, 但没有给出明确的讨论。E F C raw ley、J de L u is 在分析智能梁元时, 从压电材料与

梁结构之间的相互作用力出发, 最终把压电材料的作用体现在集中剪切力上, 并在此基础

上, 对驱动器的反馈电压进行了优化[4 ]。

所以, 到目前为止还没有文献对驱动器的最优控制进行过全面的、系统的分析。基于以

上各种情况, 本文将在前人工作的基础上, 首先分析一下智能梁的基本的力学特性, 并对智

能梁中驱动器的最优控制进行详细的讨论。

1　智能梁元的基本方程
在对智能梁元的分析中, 我们作如下的假设:

(1)设弹性结构与压电材料的黏结是理想的, 它们之间不存在相对的位移。

(2)电极表面的薄膜相对于压电材料没有质量及刚度, 压电材料本身也不考虑质量及弯

曲刚度。

(3)压电材料的电容忽略不计。驱动器和传感器之间不存在相互的电磁效应。
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111　传感器及驱动器

图 111　智能梁

根据压电材料的本构方程及位移边界条件, S H anagud [3 ]已经得出传感器的输出电压,

V s ( t) = - R f is ( t) = K s∫
a+ b

a
Wα" (x , t) dx (111)

其中

K s = bsΒ- 1H hR f (112)

在以上的式子中 Β和H 为压电常数。

在铺设驱动器的范围内 (b < x < a + b) , 横截面上任意一点的弯矩是

m (x , t) = E I w " (x , t) + m b (113)

ba 为驱动器的宽度,V D 是驱动器的反馈电压。若在梁的 x = a 处的 z = + h 和 z = - h 都铺

设驱动器, 此时梁的附加弯矩为

m b = 2K DV D ( t) (114)

在以下的梁的分析中, 我们设在梁的 x = a 处的 z = + h 和 z = - h 都铺设有驱动器。

驱动器的长度 b 远远小于梁的长度L。为了便于分析计算, 我们把由于铺设驱动器所产生的

附加弯矩m b 简化为在梁的驱动器的铺设处 (x = a) 施加的集中力矩M b

M b (x , t) = 2K DV D ( t) (115)

引入函数 ∆a (x ) , 整个梁的弯矩可表示为

m (x , t) = E I
52w
5x 2 + 2K DV D ( t) ∆a (x ) (116)

112　有限元素法

这里仅限于讨论梁的平面弯曲振动。

图 112 中, E I 表示梁的弯曲刚度, 其中E 是弹性模量, I 表示横截面对中性轴的惯性矩。

le 表示梁的长度, Θ表示单位长度的梁的质量。对于均匀梁, Θ、E I 均为常数。f (x , l) 为外加机

械力,w (x , l) 为梁的挠度。
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图 112　 连续智能梁

对图 112 中的梁单元进行受力分析, 便得到均匀梁的弯曲振动微分方程

- Θ52w (x , t)
5t2 + f (x , t) = E I

54w (x , t)
5x 4 +

52

5x 2 [ 2K DV D ( t) ∆a (x ) ] (117)

设整个结构共有 n 个梁单元。每一梁元素如下

图 113　 智能梁元素

定义单元位移列阵

U e = [u 1, u 2, u 3, u 4 ] (118)

定义形状函数矩阵

N = [N 1 (x )　N 2 (x )　N 3 (x )　N 4 (x ) ] (119)

位移模式可用矩阵表示为

w (x , t) = N U e (1110)

现在我们由梁单元的平衡方程 (117) 出发, 构造一个加权平均表达式

W =∫
L

0
Θ52w (x , t)

5t2 + f (x , t) + E I
54w (x , t)

5x 4 +
52

5x 2 [ 2K DV D ( t) ∆a (x ) ] Ηdx = 0

(1111)
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设加权函数 Η= N T (1112)

对加权方程式进行积分得

M eUβe +
d2N T

dx 2
x = a

2K DV D le + K eU e = F e (1113)

一般情况下, 我们设驱动器的输入电压为

V D = GV s = GK s∫
a+ b

a
Wα"dx

= GK s (wα’(a + b, t) - wα’(a , t) ) (1114)

式中G 为常数, 把式 (1110) 代入上式, 得到

V D = GK s
dN
dx

a+ b

a
Uαe (1115)

则智能梁的运动方程又可表示为

M eUβe + 2K DGK s le
d2N T

dx 2
x = a

dN
dx

a+ b

a
Uαe + K eU e = F e (1116)

即 M eUβe + C eUαe + K eU e = F e (1117)

其中 C e = 2K DGK s le
d2N T

dx 2
x = a

dN
dx

a+ b

a
(1118)

方程中a 为智能梁的铺设驱动器的位置, b为驱动器的长度, K D , K S 是压电材料的特性常数,

le 是梁的长度。G、a、b为可以控制的参数, 可以通过改变G、a、b来改变阻尼矩阵C e, 满足结构

的需要。此时组集所有的梁单元, 得到整个离散结构的运动微分方程

M Uβ+ CUα+ KU = F (1119)

2　梁元中驱动器的最优控制
首先, 在驱动器的最优控制的分析中我们作如下假设:

(1) 设梁的振动为自由振动, 即梁的外加载荷及初始速度为零。同时, 整个结构只取一

个智能梁元。

(2) 在梁的 x = a 处上下表面都铺设传感器和驱动器 (传感器置于驱动器之上, 而且设

它们相互之间没有任何电磁效应) , 并与反馈装置构成回路。

(3) 在最优控制的分析中, 驱动器的位置 a 固定。

211　最优控制力的数值解

在前面, 我们已经得到智能梁的动态的微分方程为

M Uβ+ CUα+ KU = F (211)

在下面的分析中驱动器的铺设点 a 固定, 此时的矩阵C a 为常数矩阵。微分方程 (211) 中CUα

为反馈电压带来的控制力, 对于振动的结构来说, 它体现为阻尼力, 主要用来抑制系统的振
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动。在前面智能梁的分析中, 控制力都取为线性的, 即

f = CUα (212)

但此时的控制力 f 并没有发挥其最大的作用。为了提高驱动器的使用效率, 我们对控制力 f

进行优化。一般情况下, 设 f 为非线性的, 具体形式如下　f (Uα, n) = C ûUαû nUα (213)

当控制力取公式 (213) 的形式, 且只考虑梁的自由振动, 取外加载荷 F = 0, 智能梁的微分方

程 (211) 又可表示为

M Uα(n) + f (Uα, n) + KU (n) = 0 (214)

现在我们就从能量的角度出发, 对控制力 (213) 进行优化, 确定 n 的最佳值。当控制力 f

取 (213) 的形式时, 任一时刻梁的能量表达式可写为

W (n) =
1
2

U (n) T KU (n) +
1
2

Uα(n) TM Uα(n) (215)

当控制为最优控制时, n 的取值必须使能量在任意时刻的衰减速度都是最快的。也就是能量

W 对 n 的微分等于零

dW ödn = 0 (216)

由于质量矩阵M 、刚度矩阵 K 是对称矩阵, 所以能量W 对 n 的微分式 (216) 又可以简化为

dW
dn

= U (n) TK
dU
dn

+ Uα(n) TM
dUα

dn
= 0 (217)

为了求解方程 (217) 中的 n , 必须已知du
dn

及duα

dn
。所以, 我们现在对智能梁的微分方程

(214) 进行微分, 最终得到当控制力为最优控制时, n 必须满足以下方程

M Uβ+ C ûUαû nUα+ KU = 0

M Vβ+ f UαVα+ KV = - f n

dW
dn

= U TKV + UαTM Vα= 0

(218)

其中 V =
dU
dn

(219)

f Uα(Uα, n) = (1 + n)C ûUαû n (2110)

f n (Uα, n) = C ûUαû n lnûUαûUα (2111)

设方程组 (218) 的初始条件如下

U t= 0 = U 0　　Uα
t= 0 = 0

V t= 0 = 0　　Vα
t= 0 = 0

(2112)

根据有限元理论, 压电系统的时间响应可以通过直接积分法、N ewm ark 方法或修正的

W ilson2Η方法来计算, 这里, 我们采用的是N ewm ark 积分法[ 7, 8 ] 计算方程组。我们设梁为
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简支梁, 初始振形为二阶振形。驱动器放在最优点。

可以发现, n 的值越是接近 - 1, 能量衰减的越快。通过以下的两个图形, 也可直观地发

现当 n = - 1 时, 能量的衰减曲线下降最快。

图 211　 能量的衰减 　　　　　　　　　　　　　　 图 212　 能量的衰减

此时的控制力 f 可以表示为 f = C õ sign (Uα) (2113)

其中 sign [x ] =

- 1　　x < 0

0　　　x = 0

1　　　x > 0

(2114)

212　最优控制力的解析解

在前面的分析中, 我们从数值计算的角度求得了智能梁元的最优控制力, 现在我们从解

析的角度来对其结果进行分析。

已知智能梁的能量函数为 W =
1
2

U TKU +
1
2

UαTM Uα (2115)

当不考虑结构的粘性阻尼时, 任意时刻的能量W 对时间的微分都可以表示为控制力与速度

的乘积

dW
d t

= - UαT f (Uα) (2116)

当智能结构的控制为最优控制时, 任意时刻的能量W 对时间的微分都应满足

dW (f 最优)
d t

= m in (- f (Uα)Uα) (2117)

或
dW (f 最优)

d t
= m axû - f (Uα)Uαû (2118)

在前面最优布局的分析中, 我们已经得到: 也就是说, 在能量W 与时间 t 的关系图中, 当控制

为最优控制时, 能量W 的下降幅度应该是最大的。

这里的函数 f (Uα) 是反馈电压产生的控制力, 通常 f 我们都取为反馈电压与速度模的乘

积。对于振动的结构, 此时的控制力表现为阻尼力, 若反馈电压越大, 则阻尼力越大。但在一

般情况下, 压电材料所能承受的电压都有一定的限度, 即
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V ≤V m ax (2119)

所以, 为了满足方程 (2117) 或 (2118) , 使能量W 能在最短的时间内衰减到零, 最优控制力应

为

f = - Αsign (Uα) õV m ax (2120)

但在实际的分析中, 我们一般取

f (Uα, n) = C ûUαû nUα (2121)

现在我们来分析当 n 取何值时, 控制力 f 能最快地达到极限值。不难发现控制力 f 与函数

y = cx
(1+ n) (2122)

有着相似的形式。现在, 分别取 n 为不同的值, 然后画出相应的 y 与 x 的关系曲线 (这里我们

设 c = 1. 0) :

图 213　y 与 x 的关系

图中, 当n = - 1时, y 能最快地达到常数状态, 此时y 与x 的关系曲线成为一条直线。由于控

制力 f 与函数 y 有着相似的形式, 所以, 当 n = - 1 时, 控制力 f 也能最快地达到极限值。此

时控制力为

f = C õ sign (Uα) (2123)

此时的控制力与数值计算所得到的最优控制力完全一样。

分析上式, 发现 f 是非线性的、不连续的函数, 这种不连续的特性在实际应用中会带来

许多问题, 为了避免这种现象, 我们采用函数 f 优化 代替 f ,

f 优化 = C ûUαûmUα (2124)

其中m 在 - 0185 与 - 0195 之间, 当控制力取上式时, 确保了函数的连续性, 而且使驱动器

发挥了其应有的作用 (与 n = - 1 相差 5◊ 左右)。

3　小结
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为 了提高驱动器的使用效率, 我们对控制力进行了分析, 得出当控制力为最优控制力

时, 反馈电压应取压电材料的极限电压值。

在具体的数值计算的算例中, 优化后控制力为

f 优化 = C ûUαûmUα　 - 0195 < m < - 0185

此时的 f 优化 确保了函数的连续性, 同时也使驱动器发挥了其应有的作用。
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M echan ica l Performances of

P iezoelectr ic Elem en t and Optimal Con trol
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ABSTRACT　Based on the perfo rm ances of the p iezoelectric actuato rs and senso rs, the characterist ics of

beam w th h igh ly distribu ted p iezoelectric senso rs and actuato rs and afeedback condit ion ing system are ana2
lyzed, and the dynam ic differen tia l equation is also derived. A fin ite elem ent model of in telligen t beam has

been fo rm ulated to derive the differen tia l equation and the energy equation. In o rder to use actuato rs mo st

effectively, the op tim al con tro l of the feedback fo rce excited by the actuato r has been analyzed in the last

part of the paper.

SUBJECT TERM S　 In telligen t m ateria l, P iezoelectric m ateria l,Op tim al con tro l.
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