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　　摘 　　　要 : 分别对具有无限小长度驱动器的悬臂和简支智能梁的一阶模态和
二阶模态进行了具体的分析和计算 ,确定了驱动器在梁元中的最优布局 ,总结了有关
驱动器在梁元中布局的一些基本性质 ,并从解析的角度对驱动器的最优布局点给予
解释. 由于以上有关驱动器最优布局的分析是在忽略驱动器的长度的假设基础上进
行的 ,所以又对有限长度的驱动器的布局问题进行了初步的探讨.
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1 　智能梁元的基本方程

1. 1 　本构方程

智能材料结构把传感器、驱动器和控制器都

嵌入到材料内部 ,从而形成了即能承载又具有所

设计的特定功能的智能结构型材料. 把铺设有带

反馈装置的驱动器和传感器的梁称为智能梁. 在

梁的 x = a 处上下表面铺设传感器和驱动器 (设

它们相互之间没有任何电磁效应) ,并与反馈装置

构成回路. 这里讨论的驱动器与传感器由压电材

料制成. 在对智能梁元的分析中作如下假设[1 ] :1)

设弹性结构与压电材料的黏结是理想的 ,它们之

间不存在相对的位移 ;2) 电极表面的薄膜相对于

压电材料无质量及刚度 ,压电材料本身不考虑质

量及弯曲刚度 ;3)压电材料的电容忽略不计. 驱动

器和传感器之间不存在相互的电磁效应 ;4) 驱动

器和传感器的尺寸相对于梁的长度可以忽略.

可以近似地认为驱动器和传感器在梁上的位

置相同 ,且梁的上下表面都分别铺设了驱动器和

传感器. 压电材料本构方程[2 ]在一维情况下简化

为如下形式 :

ε11

D3
= 珋k

β H

H C11

σ11

E3

(1)

其中 珋k = (βC11 - H2) - 1 (2)

ε11是应变 ;σ11为应力 ; D3为电位移 ; E3 为电场 ;β

和 H 为压电常数 ; C11为弹性常数.

1. 2 　传感器及驱动器

在以下的分析中 ,设梁的 x = a 处的 z = + h

和 z = - h (即梁的上下表面) 都铺设驱动器和传

感器 ,如图 1 所示.

图 1 　智能梁

根据压电材料的本构方程及位移边界条件 ,

Hanagud[1 ]已经得出传感器的输出电压 :

V s ( t) = - Rf i s ( t) = ks∫
a + b

a
Ûw″( x , t) d x (3)

k s = bsβ
- 1 HhRf

其中 　Ûw 表示 w 对时间 t 的一次微分.

在铺设驱动器的范围内 ( a < x < a + b) ,横

截面上任意一点的弯矩为

m ( x , t) = EIw″( x , t) + mb (4)

其中 　mb = 2 kD VD ( t) ; kD =β- 1 Hhba ; ba 为驱动

器的宽度 ; VD 为驱动器的反馈电压.

驱动器的长度 b 远远小于梁的长度 L . 为了

便于分析计算 ,把由于铺设驱动器所产生的附加

弯矩 mb 简化为在梁的驱动器的铺设处 ( x = a) 施

加的集中力矩 Mb ,引入函数δa ( x) ,整个梁的弯
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矩可表示为

m ( x , t) = EI
52 w
5 x2 + 2 kD VD ( t)δa ( x) (5)

1. 3 　有限元素法

这里仅限于讨论梁的平面弯曲振动. 设 EI

表示梁的弯曲刚度 ,其中 E 是弹性模量 , I 表示横

截面对中性轴的惯性矩 , le 表示梁的长度 ,ρ表示

单位长度的梁的质量 ,对于均匀梁 ,ρ、EI 均为常

数 , f ( x , t) 为外加机械力 , w ( x , t) 为梁的挠度. 有

- ρ52 w ( x , t)

5 t2 + f ( x , t) = EI
54 w ( x , t)

5 x4 +

52

5 x2 [2 kD VD ( t)δa ( x) ] (6)

利用加权参数法 ,可以得到智能梁的有限元方程 :

MÜ + CÛU + KU = F (7)

其中 　M、K、F 分别为普通梁的质量矩阵 ,刚度

矩阵及外力向量 ; C 为由驱动器给出的阻尼矩

阵 ,只有带驱动器的单元对它有贡献 ,对于带驱动

器的单元 ,有

Ce = 2 kD Gks le
d2 NT

d x2
x = a

d N
d x

a + b

a
(8)

其中 　G 为反馈放大参数 ; N 为单元形状矩阵

(见文献[3 ]) . 这样 , C 可表示为

C = S Ca

其中 　S 为常数 ; Ca 由驱动器在梁上的铺设点 a

决定.

2 　梁元中驱动器的最优布局

2. 1 　数值分析梁元中驱动器的最优布局

目前 ,只有 Crawley 等[4 ]在文章中提到了悬臂

梁中驱动器的最优布局 (铺设一个驱动器) ,没有

较深入的讨论. 基于以上各种情况 ,对布局问题进

行初步的探讨.

先分析驱动器在梁的初始振形为一阶模态、

二阶模态 2 种情况下的布局. 在梁的任意位置 a

处布置传感器和驱动器 ,并与反馈装置构成回路.

梁的初始状态为 :外加载荷为零 ,初始速度为零 ,

初始振形为一阶模态和二阶模态. 现在分别把驱

动器铺设在悬臂梁的不同的位置处 ( a = 0 , a =

0. 1 , ⋯, a = 1. 0) . 分别对各个铺设点解智能梁元

的微分方程 :

MÜ + S CaÛU + KU = 0 (9)

采用 newmark 积分法[3 ] , [5 ]来解此方程. 对计算结

果进行整理及分析 ,得到驱动器放在悬臂梁和简

支梁的不同位置时不同的能量曲线图 (梁的参数

见表 1) ,如图 2～图 5 所示.

表 1 　梁的特性常数

特性 数值 特性 数值

长度 L/ m 1 模量 E/ (N·m - 2) 2. 0 ×1011

高度 h/ m 0. 012 密度ρ/ (kg·m - 2) 0. 942

宽度/ m 0. 01 惯性积 I/ m4 1. 44 ×10 - 9

　　注 :ρ为梁的单位长度的密度.

图 2 　悬臂梁一阶模态能量分布

图 3 　悬臂梁二阶模态能量分布

图 4 　简支梁的一阶模态能量分布

图 5 　简支梁的二阶模态能量分布

把上面的图形与梁的应变图形 (具体图形见

参考文献[5 ]) 进行比较发现 (无论是简支梁还是

悬臂梁 ,无论梁的初始振形是一阶模态还是二阶

模态) :在梁的应变最大点附近 ,能量的衰减速度

都是最大的 ,梁的应变越是趋近于零点 ,能量的衰
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减速度越慢 ,当在梁的应变为零点时 ,能量几乎没

有衰减的趋势. 所以得出结论 :驱动器在梁上的最

优布局点为梁的应变最大点.

分析简支梁的一阶模态能量分布图与二阶模

态能量分布图 ,发现 :

1) 在一阶模态图中 ,在应变最大点 a = 0. 5

附近 ,驱动器的铺设点相差 0. 1 ,能量曲线便发生

很大的变化 (当 t = 0. 030 9 时 , Wa = 0. 4与 Wa = 0. 5相

差为 5. 9 %) ;但在应变为零点附近 ,驱动器的铺

设点同样相差 0. 1 ,能量曲线却几乎重合 (当 t =

0. 030 9 时 , Wa = 0与 Wa = 0. 1相差只有 0. 9 %) . 所以

得出结论 :对于梁的低阶模态 ,应变最大点附近为

驱动器的铺设点的敏感区.

2) 在二阶模态图中 ,在应变为零点附近 ,驱

动器的铺设点即使相差 0. 05 ,能量曲线便发生很

大的变化 (当 t = 0. 030 9 时 , Wa = 0. 05与 Wa = 0. 15相

差 99 %) ;但在非应变为零点附近 ,能量曲线却几

乎重合 (当 t = 0. 030 9 时 , Wa = 0. 15与 Wa = 0. 25相差

只有 0. 064 5 %) . 故得出结论 :对于梁的高阶模

态 ,在应变为零点附近 ,为驱动器铺设点的敏感

区.

从上面的分析得出 :对一个悬臂梁 ,无论其初

始振形是一阶模态还是二阶模态 ,驱动器的铺设

点都应尽量靠近应变最大处 ,即 :应铺设在梁的根

部. 对于简支梁 ,如果初始振形为一阶模态 ,驱动

器铺设的最佳点在梁的中间 ;如果为二阶模态 ,则

应铺设在梁的 1/ 4 或 3/ 4 处. 梁的低阶模态 ,应变

最大点附近为驱动器在梁上铺设点的敏感区 ;梁

的高阶模态 ,在应变为零点附近 ,为驱动器在梁上

铺设点的敏感区.

2. 2 　理论分析驱动器的最优布局解

前面的分析是从数值计算的角度来求驱动器

最优布局点的 ,为了证实这个结论 ,现在从解析的

角度进行进一步的分析.

设结构的振动为自由振动 ,此时 ,智能梁的动

态微分方程 (6) 便可写为

ρ̈w ( x , t) = - EI
54 w ( x , t)

5 x4 -

52

5 x2 [2 kD VD ( t)δa ( x) ] (10)

对于梁的任意一个单元 ,其任意时刻的能量 W 均

可以表示为动能与势能之和 ,即

W =
1
2∫

L

0
ρÛw2d x +

1
2∫

L

0
EI

52 w
5 x2

2

d x (11)

能量方程对时间 t 的微分为

d W
d t

= - 2 kD Gk sLb ·
52 Ûw
5 x2

x = a

2

(12)

若驱动器在梁中的布局为最优布局 ,则此时的d W
d t

应该满足

d W
d t x = a

= | 2 kD Gk sLb | ·max
52 Ûw
5 x2

2

(13)

即 :在驱动器所有的铺设点中 ,最优铺设点 x = a

处的能量衰减曲线应该是下降幅度最大的曲线.

对于多自由度的固有振动 ,广义位移 w 均随

时间 t 同步变化 ,同一时刻通过平衡位置 ,同一时

刻到达最大值 ,振动形状不依赖于时间. 根据这一

性质 ,设 w 具有分离变量的形式 ,即

w ( x , t) = U ( x) T ( t) (14)

则任意时刻 ,
d W
d t x = a

= P·maxε2 (15)

其中 　P 为一常数. 此时求驱动器在梁上的的最

优布局点便转化为求梁上应变值的最大点 ,即

| ε| x = a = max | ε| 　　0 ≤ x ≤L (16)

　　当结构的阻尼远远小于临界阻尼时 ,结构的

模态和频率与无粘性阻尼时的模态和频率相差无

几. 所以 ,对于一般的梁元 ,在上面铺设驱动器 ,驱

动器的最优布局点为梁的应变最大点. 这个结论

与前面数值分析的结果完全符合.

3 　有限长度驱动器的布局初探

以下的分析中 ,驱动器的引入不影响梁的振

形 ,驱动器的控制为最优控制 (见文献[6 ]) .

以上进行的有关智能梁元中驱动器的分析 ,

都是在不考虑驱动器的长度的基础上进行的. 但

在实际的应用中 ,驱动器是有一定长度的. 为了避

免由于忽略驱动器的长度所带来的误差 ,现在对

有限长度的驱动器的布局问题进行初步的探讨.

前面已经得到智能梁元的微分方程 :

MÜ + CÛU + KU = F

现在设驱动器带来的控制力为 f ( ÛU ) ,且结构的

振动为自由振动 ,则智能梁的微分方程可以写为

MÜ + f ( ÛU) + KU = 0 (17)

其中 　f ( ÛU) 为反馈电压带来得控制力.

现在设在梁上共铺设有 n 个驱动器 ,铺设点

分别为 x1 , x2 , ⋯, x i , ⋯, xn . 设 Ui 为铺设点 x i 处

的位移. 同时设所有驱动器铺设点处的反馈电压

都同号. 则对任意一个铺设点 ,都应有

MÜ i + f ( ÛU i) + KUi = 0 (18)

其中 　i = 1 ,2 , ⋯, n . 现在对所有的 i 进行求和 :
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M ∑
n

i

Ü i + ∑
n

i

f ( ÛU i) + K ∑
n

i

Ui = 0 (19)

MÜ + f ( ÛU) + KU = M ∑
n

i

Ü +

∑
n

i

f ( ÛU) + K ∑
n

i

U (20)

由于 U = ∑
n

i

Ui , f ( ÛU) = ∑
n

i

f ( ÛU i) ,易证它们就

是铺设有 n 个驱动器时的位移和驱动阻尼向量.

由于质量矩阵 M、刚度矩阵 K 为对称矩阵 ,

所以能量 W 对时间 t 的微分可以表示为

d W
d t

= UT KÛU + ÛU T MÜ (21)

根据智能梁的微分方程 (17) ,最终得到能量 W 对

时间 t 的微分方程 :

d W
d t

= - ÛU Tf ( ÛU) (22)

当驱动器与传感器铺设在梁上的相同位置 ,驱动

器间无相互作用 ,而且驱动器的控制为最优控制

时 (最优控制力只与速度符号有关) , (23) 式成立

(详细证明见文献[6 ]) .

ÛU Tf ( ÛU) = ∑
n

i

ÛU T
i f ( ÛU i) (23)

d W
d t

= ∑
n

i

- ÛU T
i f ( ÛU i) = ∑

n

i = 1

d W i

d t
(24)

对 (24) 式进行积分得

W = ∑
n

i

Wi (25)

当结构的单元分得足够小时 , W =∫a + b
Wd x 成

立 ,对于振动的结构 ,能量 W 在驱动器的作用下

逐渐衰减. 若驱动器在梁上的布局为最优布局时 ,

则在所有的布局点中 ,最优布局点处的能量在任

意时刻都应是最小的 ,即 (24) 式应满足

Wx = d = min ∫a+ b
Wd x 　　0 ≤ a ≤1 (26)

其中 　a 为有限长度的驱动器的铺设点 ; b 为驱

动器铺设区域 ; d 为最优点. 此时 ,有限长度的驱

动器的最优布局问题便转化为 :把长度为 b 的驱

动器铺设在何处时 ,才能使结构的能量曲线与坐

标轴 (长度为 b 的区域) 所包围的面积最小.
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Mechanical Performance s of Piezoelectric Element and Optimal Control
REN Xiu2hua

(Beijing University of Aeronautics and Astronautics , Dept . of Flight Vehicle Design and Applied Mechanics)

DING Hua
(Chinese Academy of Science , Institute of Mechanics)

MAI Han2chao 　LU Meng
(Beijing University of Aeronautics and Astronautics , Dept . of Flight Vehicle Design and Applied Mechanics)

Abstract : On the basis of performances of the piezoelectric actuators and sensors ,the characteristics of beam

with highly distributed piezoelectric sensors and actuators and a feedback conditioning system are analyzed ,and the

dynamic differential equation is also derived. A finite element model of the intelligent beam has been formulated to

derive the differential equation. Having obtained the basic theories of the intelligent beam ,both the first mode and

the second mode of the cantilever beam and the simple supported beam are analyzed and calculated to determine the

appropriate criteria for placing the actuator. Characteristics related to the location for the actuator placement are also

developed and illustrated. The choice of actuator location is on the assumption that the actuator and sensor have no

length ,so the location of actuator that has length is also studied.

Key words : piezoelectric materials ; finite elements ; sensors ; actuators ; optimal location

785第 5 期 　　　　　　　　　　　　　任秀华等 :压电类智能梁元的优化布局


