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摘要 　　通过对充分发展旋转槽道和后台阶流动两个二维定常湍流问题的计算 , 比较了标准 k2ε模型、

Gibson2Launder 二阶矩和一个基于湍流重正化群理论推导的二阶矩模型模拟复杂湍流运动的能力 , 尤其

是检验这种新型的湍流重正化群二阶矩模型的性能. 计算结果表明 , 与标准 k2ε模型相比 , Reynolds 应

力模型能够捕捉到旋转流动中由旋转带来的湍流流场结构的改变 , 能更准确地预测后台阶流动中的回流

区长度 , 对于各物理量的计算 , 湍流重正化群二阶矩模型和 Gibson2Launder 模型的精度相当.
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　　随着计算机的迅速发展 , 湍流数值模拟已成为

研究工程实际中湍流问题的重要手段 , 复杂湍流的

数值模拟大都依靠湍流模式来实现 , 这就要求湍流

模式具有丰富的内容和很强的预报性. 近年来 , 湍

流模式取得了很大的发展. 从 Boussinesq 假设出发

得到的线性涡粘性模型方便简单 , 但对于复杂的湍

流运动预报性较差 , 因此后来又发展了一系列非线

性涡粘性模型 , 非线性模型处理复杂流动时比线性

模型有不少改进 , 在此同时 , 基于 Reynolds 应力的

微分方程得到的湍流二阶矩封闭模式 (又称为 Reyn2
olds 应力微分模型) , 也取得了很大的发展 , 如 Shi

和 L umley 提出了二阶非线性压力2应变率快速项模

型[1 ] , Launder , Reece 和 Rodi 提出了著名的 L RR

模型[ 2 ] , 符松等提出了 FL T 二阶矩非线性模型[3 ] .

湍流二阶矩模式中含有比涡粘性模型更丰富的物理

信息 , 有可能更全面细致地描述湍流运动 , 上述湍

流模型是通过简单的量纲分析和数学物理性质的合

理性分析得到的 , 模型常数由简单湍流的实验数据

予以估计. 完全从理论出发推导湍流 Reynolds 应力

输运方程并计算湍流经验常数 , 对于认识湍流运动

和建立描述各类工程实际中不同特性的湍流运动封

闭模式具有重要的理论和现实意义.

近年来 , 统计力学方法被应用到湍流模型的建立

中来 , Yoshizawa 提出了双重尺度展开法 , 利用

Kraichnan 的直接相互作用理论分析小尺度的湍流脉

动量运动方程 , 从理论上推导了湍流非线性模式和二

阶矩模式并计算湍流经验常数[4 ,5 ] . 1986 年 , Yakhot

和 Orszag ( YO)系统地利用重正化群方法研究湍流运

动[6 ] , 在此之后推导得到湍流 RN G k2ε模型[6 —8 ] , 该

模型已被 Fluent 等计算流体软件所采用. Rubinstein

和Barton 利用重正化群理论推导非线性涡粘性模式

和二阶矩模式 , 并在理论上计算了模式常数[9 ,10 ] , 但

是他们的理论中存在着一些不自洽的地方 , 我们在

Rubinstein 和 Barton 的工作基础上 , 进行了重新推导

计算[11 —13 ] . 直接利用重正化群方法得到的湍流非线

性涡粘性模式中 , 没有平均应变率张量与平均涡量张

量的相互作用项 , 这样该模式在旋转流场中应用的实

际效果并不会比线性模式强.
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　　重正化群方法被成功地应用于研究临界现象中的

相变问题. 当物理系统趋近相变临界点时 , 其特征尺

度趋于无穷大 , 在临界点处 , 物理系统对于所有尺度

都满足自相似性 , 这是重正化群方法能够严格成立的

前提条件. 可以将 Reynolds 数趋于无穷大的各向同

性湍流类比于临界现象中的相变临界点. 但实际工程

应用中的有限 Reynolds 数下的剪切湍流场不再对所

有尺度都满足自相似性 , 假设剪切湍流的高波数小涡

是近各向同性的 , 本文给出的剪切湍流的理论封闭模

型基于如下出发点 : 将湍流运动分成平均场和脉动场

两部分 , 利用重正化群方法分析湍流的脉动场 , 在此

基础上将脉动场的统计平均量和平均场联系起来.

湍流运动的平均场和脉动场具有不同的空间和

时间尺度 , 采用 Yoshizawa 的观点 , 对平均场和脉

动场采用不同尺度展开 , 再利用湍流重正化群方法

推导湍流二阶非线性 Reynolds 应力模型1) . 对于湍

流模式的可靠性需利用实际算例予以检验 , 本文采

用两个典型算例来验证该模型的有效性 , 计算结果

与实验数据及工程上较常使用的湍流 Gibson2Laun2
der 二阶矩模型进行对比. 为验证湍流模型对于旋

转湍流的预报性 , 选取充分发展的定常二维旋转槽

道流动 ; 为验证湍流模型对于湍流二次流的预报

性 , 选取二维后台阶流动 , 这两个算例虽然简单 ,

但都具有很强的工程应用背景 , 其中旋转槽道湍流

流动在涡轮机械装置中很常见 , 而后台阶流动则代

表了燃烧工程、水利工程中很普遍的突扩流动.

1 　湍流计算模型

不可压缩湍流流动动量方程和连续性方程为
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其中 U i 为平均速度 , u′i 为脉动速度 , Ωk 为坐标系

旋转角速度. 为使方程封闭 , 需要对 Reynolds 应力

τij = - u′i u
′
j建模. 目前在工程中最常用的是标准 k2ε

模型 , Reynolds 应力采用线性涡粘性假设 :
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上式中湍流能量 k 和耗散率ε的控制方程如下 :
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通常各湍流常数选取 : Cμ = 0 . 09 , Cε1 = 1 . 44 ,

Cε2 = 1 . 92 , σk = 1 . 0 , σε = 1 . 3 .

为计算工程实际中复杂流动 , 人们又发展了

Reynolds 应力微分模型 , 即 Reynolds 应力τij 根据

以下微分方程求出
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方程 (6) 中的Πij 称为压力变形项 , 其常用的形式由

Launder , Reece 和 Rodi 于 1975 年提出[2 ] :

Πij = - C1εbij + C2 kS ij +

C3 k bik S jk + bjk S ik -
2
3

bmn S mnδij +

C4 k ( bikωjk + bjkωik ) (7)

其中 S ij =
1
2

9Ui

9U j
+

9U j

9U i
, ωij =

1
2

9Ui

9U j
-

9U j

9U i
-

2εij kΩk , bij = τij -
2
3

kδij / 2 k , C1 , C2 , C3 和 C4

为模型参数 . 在壁面附近 , Reynolds应力方程 ( 7 )
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中需附加壁面影响项Πij , W (又称为壁面反射项) [14 ] ,

其形式如下 :

Πij , W = c1 w
ε
k

τkm n k nmδij -
3
2
τki n k n j -

3
2
τkj n k n i +

c2W Φkm2 nk nmδij -
3
2
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3
2
Φjk2 nk n i f

(8)

其中Φij2 = C2 kS ij + C3 k bik S jk + bjk S ik -
2
3

bmn S mnδij +

C4 k ( bikωjk + bjkωik ) , 是压力应变项中的快速应变部

分 ; C1W = 0 . 3 , C2W = 0 . 5 ; ni 是壁面法向单位矢量

在 x i 方向的分量 , f = Ck
3
2 / (εd) 为衰减函数 (其中

d 是流场点到壁面的垂直距离) , 比例系数 C 的选

取使得在紧靠壁面附近的对数层内 f = 1 .

方程 (1) , (2) 和 (4) —(8) 为湍流二阶矩模式的

基本方程组 , Gibson 和 Launder 在 1978 年提出的

Gibson2Launder Reynolds 微分应力模型[14 ] (以下简

称 GL 模型) , 湍流常数选取如下 :

C1 = 3 . 6 , C2 = 0 . 8 , C3 = 1 . 2 , C4 = 1 . 2 (9)

采用 Yo shizawa 的双重尺度展开法 , 并利用 YO 湍

流重正化方法分析脉动速度场从理论上推得和方程

(7) 形式完全相同的湍流二阶矩模型 , 并完全从理

论上计算得到各湍流常数1)
:

Cμ = 0 . 097 , C1 = 7 . 2 , C2 = 0 . 64 ,

C3 = 0 . 66 , C4 = 0 . 92 (10)

由于推导计算过程较复杂 , 在本文中只给出理论结

果 , 将该模型简称为湍流 RN G模型.

为提高计算的稳定性 , 将动量方程形式改写成 :
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其中ν+ Cμ
k2

ε为表观粘度 (apparent viscosity) . 计

算表明 , 这种做法可以有效提高计算的收敛性. 在

壁面附近 , 采用壁面函数法予以计算[15 ] .

下面将采用标准 k2ε模型、GL 模型和我们推导

的理论模型计算充分发展的定常二维旋转槽道流动

和后台阶流动 , 并将计算结果和实验相比较.

2 　数值计算

(1) 充分发展旋转槽道湍流

旋转槽道湍流是检验模型有效性的一个典型算

例. 众所周知标准 k2ε模型不能很好描述旋转湍流 ,

这是因为在充分发展的二维旋转槽道湍流中 , 柯氏力

不出现在动量方程中 , 只能通过影响脉动流场来使平

均速度场发生偏移 , 而标准 k2ε模型在 Reynolds 应力

表达式中未能引入旋转的影响 , 因此在非惯性坐标系

下计算平均速度仍为对称分布. 而由于 Reynolds 应

力方程包含旋转项 , 湍流二阶矩模型有可能较好预测

充分发展二维旋转槽道湍流. 对于充分发展的旋转槽

道湍流流动 (图 1) , Reynolds 数定义为 Re = U av D/ν,

其中 D 为槽道宽度 , U av为 x 方向平均流速 ; Rossby

数定义 Ro =ΩD/ U av , 其中Ω为槽道旋转角速度.

图 1 　二维旋转槽道流动示意图

由于流动充分发展 , 二维旋转槽道流可以简化

为一个一维问题 , X 方向的动量方程为 :

-
d P
d x

+νd2 U
d y2 -

d u′v′
9y

= 0 (12)

动量方程 (12) 中的d P
d x

为常数 , 其决定了两平板之间

的流体流量 , 亦即 Reynolds 数由d P
d x

确定. 相类似 ,

其他变量的控制方程组 (4) —(8) 将简化成常微分方
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程组. 在本算例中 , 为求出给定 Reynolds 数的流

场 , 先假定一个d P3

d x
, 再由计算所得的 Reynolds 数

通过 Newton 迭代法来修正压力梯度 , 收敛得到所

需 Reynolds 数下的流场. 采用控制容积积分法离

散 , 沿 y 方向采用 80 个计算网格.

图 2 给出了不同 Reynolds 数和旋转速度下平均

速度 U 沿高度方向分布的数值计算与实验对比图.

图 2 ( b) 表明在较大旋转速度下 , Reynolds 应力模

型和标准 k2ε模型具有明显不同的特性 , 标准 k2ε模

型计算所得的速度剖面仍是对称分布 , 这一点与实

验观察不符. 而两个 Reynolds 应力模型所得结果呈

现了平均速度的不对称分布 , 其趋势与实验数据一

致 , 但数值大小上有偏差.

图 3 给出了 Re = 27600 和 Ro = 0. 068 流动条件下

各模型计算得到的脉动速度沿高度方向的分布与大涡

模拟结果所做的比较. 如图可见 , GL 模型和 RN G模

型对 x 方向 Reynolds 正应力的模拟与实验吻合的情况

尚好 , 而垂直于主流方向的两个正应力的拟合情况则

稍有些不理想. 但标准 k2ε模型所得出的结果不但是对

称分布 , 并且有u′2 = v′2 = w′2这与实验观测不符.

图 2 　不同 Reynolds 数和旋转速度下无量纲平均速度剖面

圆圈为实验数据 [16 ] , 点划线、虚线和实线分别表示标准 k2ε模型、GL 模型及 RN G模型的计算结果

(a) Re = 35000 , Ro = 0 . 068 ; (b) Re = 11500 , Ro = 0 . 21

图 3 　无量纲脉动速度剖面 , Re = 27600 , Ro = 0. 068

圆圈为大涡模拟数据 [17 ] , 点划线、虚线和实线分别表示标准 k2ε模型、GL 模型及 RN G模型的计算结果

(a) x 方向无量纲脉动速度 u′2 / Uτ0 ; (b) y 方向无量纲脉动速度 v′2 / Uτ0 ; (c) z 方向无量纲脉动速度 w′2 / Uτ0

　　(2) 　二维后台阶流动

二维后台阶流动是检验湍流模型有效性的另

一个典型算例 , 它的流场边界简单 , 但又包含了

分离流动的主要特征 , 一个湍流模型能否很好地

描述后台阶流动的典型特性已成为人们判断其是

否成功的标准之一 . Kim 等于 1980 年做了二维

后台阶流动的著名实验 [ 18 ] , 1980 年斯坦福会议

上 Eaton 和 Johnstone 等公布的实验数据 [ 19 ] 被广

泛地被用于比较和验证各湍流模型 , 在 Kim 等的

实验中所采用的台阶突扩比为 3 ∶2 , Re =
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44000 . 二维后台阶的台阶高度设为 H , 入口槽

道宽度为 H1 . Reynolds 数定义为 Re = U0 H/ν,

定义台阶突扩比 R = ( H1 + H) / H1 , 其中 U0 为

入口槽道中心平均速度 .

本文考虑的是一个不可压缩充分发展的定常湍流

流动 , 入口位置取在台阶前距台阶 5 H 的上游位置 ,

入口流动参数为充分发展槽道湍流的计算结果 , 槽道

出口取充分发展假定 , 即 9<
9x

= 0 , ( <为 U , V , k , ε

及τij等) , 为使出口处流动达到充分发展条件 , 出口

位置距台阶要足够远 , 现将出口位置定义在距离台阶

35 H 的下游位置. 方程采用控制容积积分法进行离

散 , 对流2扩散项采用混合格式 ( hybrid scheme) , 速

度2压力耦合求解采用 SIMPL E 算法 , 计算网格为

120 ×90 (对不同结构台阶纵向网格数有调整) , x 方

向为不均匀网格 , y 方向采用均匀网格.

图 4 给出了计算结果流线图. 由流线图可见 , 计

算得到的标准 k2ε模型所示回流区长度 X r 为 6. 0 个

台阶高度 , 较之实验值的 X r≈7. 1 H 低估了约 15 % ,

这与 Thangam 等[20 ]的结果相一致. 而 GL 模型计算

结果 , 回流区长度为 7. 0 个台阶高度 , 这与 Lebrere

等[21 ]的计算结果也相一致. 采用 RN G模型计算 , 该

后台阶流动回流区长度为 6. 95 个台阶高度 , 与实验

值及 GL 模型的结果很接近. ( Kim 等 1980 年实验测

定回流区长度为 7 ±1 , 而后该实验经 Johnstone 等改

进 , 测量精度有所提高 , 一般认为该基准实验回流区

长度 7. 1 , 也有人认为是 7. 0 ±0. 3[22 ] . ) 可见 , RN G

模型与 GL 模型一样 , 在预测后台阶流动回流区长度

上 , 结果比较令人满意. 对于不同位置处的平均速

度及脉动速度 , 将数值计算结果和文献中提供的实

验数据相对比 (图 5) . 从图 5 (a) 看出 , 两个 Reyn2
olds 应力模型对平均速度场的预测与标准 k2ε模型

的结果较为接近 , 均与实验值吻合得较好 , 从图 5

(b)和 (c) 可见 , Reynolds 应力模型对 Reynolds 正

应力和剪应力的预测优于标准 k2ε模型.

图 4 　后台阶流动计算流线图

　(a) 标准 k2ε模型 , 回流区长度 X r/ H = 6. 0 ;

(b) GL 模型 , 回流区长度为 X r/ H = 7. 0 ;

　(c) RN G模型 , 回流区长度为 X r/ H = 6. 95

图 5 　在 x 方向不同位置处的各无量纲量沿 y 方向分布图

(a) 无量纲平均速度 U/ U0 ; (b) 无量纲脉动速度 u′2 / U 0 ; (c) 无量纲 Reynolds 剪应力 | u′v′| / U2
0

圆圈为实验数据 [19 ] , 点划线、虚线和实线分别表示标准 k2ε模型、GL 模型及 RN G模型的计算结果
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　　本文对壁面压力系数进行了计算. 图 6 可见 ,

在回流区内 , 两个二阶矩模式对压力系数的预测均

明显优于标准 k2ε模型 , GL 模型和 RN G模型的结

果在此相差不大 ; 在再附着点 ( x/ H = 7 ) 附近 ,

RN G模型的模拟结果比其他两个模型与实验的吻

合情况更好 ; 而在再附着点后发展的边界层中 ,

RN G模型的结果又与标准 k2ε模型相接近 , 与实验

相当接近 , 要比 GL 模型优越 , GL 模型对此处压

力系数有一定程度的低估. 总体来说 , RN G 模型

对压力系数作了较为准确的预测.

图 6 　上下壁面压力系数变化图

(a) 上壁面 ; (b) 下壁面 (台阶一侧) CP = ( p - pref ) /
1
2
ρU2

0 (圆圈实验数据 [19 ] , 点划线、

虚线和实线分别表示标准 k2ε模型、GL 模型及 RN G模型的计算结果)

　　我们还用这三种模型计算了不同台阶高度和流

动状况的二维后台阶流动. 图 7 给出了 Re = 44000

时后台阶流动的回流区长度与突扩比变化关系. 计

算结果表明随着后台阶突扩比的增加 , 回流区长度

增长 , 这一点与王兵等用大涡模拟所做的数值研究

结论[22 ]相一致.

图 7 　Re = 44000 时后台阶流动回流区

长度随突扩比的变化关系

针对文献中提供的实验数据 , 不同突扩比和

Reynolds 数的回流区长度的计算结果和实验数据对

比见表 1 . 从表 1 中可见 , 对于不同的台阶流动 ,

RN G模型和 GL 模型对回流区长度的预测能力不相

上下 , 而标准 k2ε模型的结果则不尽人意.

表 1 　不同突扩比和 Reynolds 数流动的后台阶流动回流区

长度的数值计算与实验值的对比

回流区长度 实验值
标准 k2ε
模型

GL
模型

RN G
模型

Re = 1. 1 ×105 , R = 2 8. 5 ±0. 5 [23 ,24 ] 6. 9 7. 8 7. 9

Re = 4. 4 ×104 , R = 1. 5 7. 1 [18 ] 6. 0 7. 0 6. 95

Re = 3. 7 ×104 , R = 1. 2 6. 84 [23 ,25 ] 5. 8 6. 9 6. 85

综上所述 , 这两个湍流二阶矩封闭模式对后台阶流

动的预测能力要强于标准 k2ε模型 , 其中 RN G模型

和 GL 模型的表现相当.

3 　讨论

通过对充分发展旋转槽道湍流和后台阶流动两

个二维定常湍流问题进行计算 , 比较了标准 k2ε模

型、Gibson2Launder 和 RN G Reynolds 应力微分模

型对这两种典型湍流运动的模拟能力 , 尤其是检验

这种新型的 RN G 二阶矩封闭模式的性能. 结果表

明 , 对于复杂湍流运动 , 这两个湍流二阶矩封闭模

式的表现将好于标准 k2ε模型 , 在旋转湍流中 , 能

够捕捉到由旋转带来的流场结构的改变 , 这点是标

准 k2ε模型所不能够的 ; 在后台阶流动中 , Reynolds
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应力模型对回流区长度的预测要比标准 k2ε模型准确

得多. 计算结果显示 , 对于本文提供的两个算例 ,

RN G模型和 GL 模型的精度相当 , 这表明湍流

RN G模型可能具有模拟复杂湍流流场的能力.

在处理复杂湍流问题时 , 传统的标准 k2ε模型

存在局限性 , 而 Reynolds 应力微分模型有可能显出

其较好的预测能力. 本文提供并检验的二阶矩模型

是结合 Yoshizawa 的双重尺度展开法和湍流重正化

群理论推得的理论模型 , 该模型的数学形式和模型

常数都是完全通过理论计算得到 , 不含有任何待定

的经验常数. 如何去建立并完善模式理论一直是一

个热点问题 , 这对于计算工程实际问题很重要 , 利

用包括重正化群理论在内的统计物理方法 , 完全从

理论上出发推导湍流模式并计算对应的湍流常数 ,

将有助于湍流模式理论的发展.
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