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摘要:本文研究了一类时变非线性系统在输入有位置约束条件下的跟踪保性能控制问题.首先对非线性对象选
择合适的特征运行状况,采用瞬时线性化技术得到多个线性化控制模型,将之看作是一个线性不确定系统,提出应
用基于线性矩阵不等式的跟踪保性能控制设计控制器,然后经过推导得到了满足控制约束的充分条件,以定理的形
式给出了约束条件下跟踪保性能控制器存在的充分条件.最后给出了仿真算例,仿真结果表明了所提方法的有效性
和可行性.
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Abstract: A novel design approach of the tracking guaranteed-cost controller under input constraint is proposed in terms
of linear matrix inequality. The nonlinear object model is linearized in several operating points; the obtained linear models
are viewed as an uncertain system. The tracking guaranteed-cost control under input constraint is proposed. An example is
given; and the simulation results demonstrate the effectiveness and the feasibility of the proposed design approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
现实世界的绝大多数对象都是非线性系统, 对

非线性系统的研究一直是控制领域研究的一个热

点[1∼4]. 本文提出一种非线性的研究方法,线将非线
性对象在特征点处采用瞬时线性化技术线性化, 得
到多个线性化模型, 将非线性对象看作是线性不确
定系统,进而考虑输入有约束条件的情况下,结合保
性能控制来研究非线性对象的控制问题.
不确定性系统的保性能控制(guaranteed cost con-

trol, GCC)是解决不确定系统的一种有效方法. 它是
由Chang 和Peng[5]于1972年在自适应控制中首次提
出来的. 国内外学者已有不少研究成果[6∼10], 且贯
穿控制系统的各个领域.由于线性矩阵不等式(linear
matrix inequality, LMI)的优良特性以及解法的突破,
使其在控制系统的分析和设计方面得到了广泛的应

用.
对许多的被控对象来说,执行机构总会受到一定

的限制,或者是基于安全而人为加入的限制条件,或
是器件装置所固有的特性. 最常见的是执行机构存
在饱和非线性. 这种执行机构的饱和非线性现象,使
得我们在设计控制系统时, 必须考虑控制输人饱和
非线性对闭环系统性能的影响,特别是对闭环稳定
性的影响.否则按照无约束设计的控制器可能会使
被控系统运行性能变差,或者会出现不稳定,从而导
致系统失控甚至引起事故. 有不少文献对带有执行
器饱和的线性连续、线性离散等系统作了较为深入

的研究[11∼17],但大多是研究如何设计反馈控制保证
闭环系统稳定, 或者如何优化设计可以是被控系统
获得尽可能大的吸引域.但涉及保性能控制和跟踪
控制系统设计的较少.
本文提出一种基于LMI的跟踪保性能控制器设

计方法,在设计控制器时,将控制约束作为必须满足
的一个条件,使得所设计的控制器总处于执行器的
线性区, 以定理的形式给出了控制器存在的充分条
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件.应用这种方法所设计的控制器,既考虑到模型的
不确定性,满足控制输入的约束条件,又能保证系统
的控制性能指标不大于一个确定的界.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑具有输入限幅条件的不确定系统:




ẋ(t) = Ã(t)x(t) + B̃(t)σ (u(t)) ,

y(t) = x(t),
x(0) = x0,

(1)

其中: Ã(t) = A + ∆A(t) , B̃(t) = B + ∆B(t) 系
统初始状态x(t0) = x0 , x(t) ∈ Rn 是系统的状态向

量, u(t) ∈ Rp 是控制输入, y ∈ Rq 是系统的被控输

出, A和B 是具有适当维数的已知常数矩阵, ∆A(t)
和∆B(t)是适当维数的不确定矩阵函数,表示了系
统模型中的参数不确定性. 假定所考虑的参数不确
定性范数有界,且具有以下的形式:[

∆A(t) ∆B(t)
]

= DF (t)
[
E1 E2

]
, (2)

其中: D, E1,E2是适当维数的已知常数矩阵,它们反
映了不确定性的结构信息; F (t)是适当维数的未知
矩阵,且满足

F (t) ∈ Ω = {w(t)|wT(t)w(t) 6 I}, (3)

σ(·)为标准对称饱和非线性函数, 表示对控制输入
的限制条件,限幅值为1. σ(u) = [σ(u1) σ(u2) · · ·
σ(up)],记M = {1, 2, · · · , p} ,用分段函数表示的对
控制输入分量的表达式为

σ(ui) =





1, ui > 1,

ui, |ui| 6 1,

−1, ui > 1,

(4)

其中i ∈ M , uT =
[
u1 u2 · · · up

]
. 若实际应用中对

输入的限制不为1,则可以对原系统的输入矩阵B̃乘

以一个相应的对角阵. 因为σα(x) = ασ(x/α),假设
对第i 个输入的实际限幅为ūi , 则diag{ū} σ(u) 就
可以将输入限幅等价为1.
注注注 diag{x}表示以向量x 的分量为对角元素的对角

矩阵.

设系统(1)的期望输出为时变向量yr(t), 定义误
差向量

e(t) = y(t)− yr(t) = x(t)− yr(t),

当控制律采用广义误差反馈:

u(t) = Ke(t) + v(t), (5)

使闭环系统不会发生输入饱和时, 即u(t)处于线性
区,得到的误差闭环系统为

ė(t) = Āe(t), (6)

其中:

Ā = Ã(t) + B̃(t)K, (7)

v(t) = B̃+(t)(−Ã(t)yr(t) + ẏr), (8)

令

ue = u(t)− v(t), (9)

定义跟踪性能指标

Je =
w ∞

0
(eTQe + uT

e Rue)dt. (10)

本文的目标是对系统(1)设计反馈控制律u(t),使
得闭环系统能够跟踪给定的期望输出yr(t),且具有
一定的闭环跟踪性能.
因为跟踪控制的控制输入是广义的误差反馈形

式, 所以, 对控制输入的限幅需要先进行变换,并且
使限幅值变换成标准限幅1. 假设期望输出已知,则
可以根据(8)得到v(t)的最大值,将之记为vmax;又设
系统(1)的控制输入限幅为ū, 则将(1)的系统输入矩
阵B̃ 乘以diag{ū − vmax}, 则控制输入就可以变成
标准的单位限幅,同时需要变换的矩阵有(2)中的E2,
(7)(8)中的B̃ . 下文假设对(1)做了上述变换后, 系
统的输入矩阵结构不确定性矩阵表示不变,即仍然
用B̃, E2 表示. 下面以定理的形式给出输入限幅条
件下不确定系统跟踪保性能控制律存在的充分条

件.先给出下文证明需要使用的引理.

引引引理理理 1 [18] 对不存在控制约束的不确定系

统(1)和性能指标(10), 如果存在对称正定矩阵P 和

矩阵K,使得对所有允许的不确定性,

Q + KTRK + PĀ + ĀTP < 0, (11)

则u(t) = Ke(t) + v(t)是系统(1)具有性能矩阵为P

的一个跟踪保性能控制律,其中v(t)为式(8)定义,相
应的一个系统性能上界是J∗ = eT(0)Pe(0).

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
定定定理理理 1 对存在对称饱和控制约束条件(4)下的

不确定系统(1)和性能指标(10), 如果存在正定对称
矩阵P ,矩阵K 和常数α > 0 ,满足以下矩阵不等式:

Q + KTRK + PĀ + ĀTP < 0, (12)

eT
0 Pe0 6 α, (13)[
1 ki

kT
i α−1P

]
> 0, i ∈ M, (14)

其中ki为矩阵K的第i个行向量,即KT = [kT
1 kT

2 · · ·
kT

p ]. 则u(t) = Ke(t) + v(t) 是系统(1)的一个跟
踪保性能控制律, 性能矩阵为P , 相应的性能上界
为J∗ = eT(0)Pe(0).

证证证 若式(12)满足,则根据引理1可知,如果控制
律u(t) = Ke(t) + v(t)保证输入不会进入饱和非线
性区,即自然满约束性条件,则u(t) = Ke(t) + v(t)
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为系统(1)的一个保性能控制律, 相应的性能上界
为J∗ = eT

0 Pe0.
下面证明不等式(13)(14)可以保证反馈控制不会

进入饱和特性的非线性区. 由Schur补引理可知, 不
等式(14)等价于

αkiPkT
i 6 1. (15)

令V = eTPe , 易知V̇ < 0 , 即eTPe 6 eT
0 Pe0 , 结

合(13),上式等价于

kiP
−1/2P−1/2kT

i eTP 1/2P 1/2e =∥∥kiP
−1/2P 1/2e

∥∥2
= ‖kie‖2 =

u2
i 6 1,

有|ui| 6 1, 即不等式(13)(14)保证了用u(t) =
Ke(t) + v(t)构成的控制律满足约束性条件.
证毕.
因为定理7中条件(12)中含有不确定矩阵F (t)不

易检验, (14)含有α 和P的非线性关系, 无法直接应
用LMI求解. 为了解决这个问题,下面将之转化为等
价不等式的形式.

定定定理理理 2 对不确定系统(1)和性能指标(10),如果
存在正定对称矩阵X ,矩阵W 和常数ε > 0, α > 0,
满足以下矩阵不等式:



S ∗ ∗ ∗
E1X+E2W −εI ∗ ∗

X 0 −αQ−1 ∗
W 0 0 −αR−1


 < 0, (16)

[
1 eT

0

e0 X

]
> 0, (17)

[
1 wi

wT
i X

]
> 0, i ∈ M, (18)

其中: S = AX +BW +(AX +BW )T + εDDT,wi

为矩阵W的第i个行向量, ∗表示对称矩阵中相应的
对称的部分. 则不确定系统(1)存在满足控制约束
条件(4)的保性能控制.如果上面不等式组的可行解
为(X, W,α, ε),则系统(1)满足控制约束条件(4)的一
个的保性能控制律为: u(t) = WX−1e(t) + v(t),且
对所有满足(2)的不确定性,对应的闭环系统的性能
上界J∗ = eT(0)Pe(0).

证证证 根据Schur补引理由式(16)得

AX + BW + (AX + BW )T + εDDT +

ε−1(E1 + E2W )T(E1 + E2W ) +

α−1XQiX + α−1WTRW < 0, (19)

再根据引理1,上式等价于

DF (E1 + E2W ) + (DF (E1 + E2W ))T +

AX + BW + (AX + BW )T +

α−1XQX + α−1WTRW < 0,

即

ÃX + B̃W + (ÃX + B̃W )T +

α−1XQX + α−1WRW < 0, (20)

在矩阵不等式(20)两边分别左乘和右乘α1/2X−1,
令K = WX−1, P = αX−1,得式(12).
将K = WX−1, P = αX−1代入(14),得

αkiP
−1kT

i = kiX
−1kT

i =

wiXX−1XwT
i = wiXwT

i 6 1.

再根据Schur补引理得上式等价于(18), 即(18)等价
于(14). 由Schur补引理直接可得(17)等价于(13). 根
据定理1可知结论成立.
证毕.
不等式组(16)∼(18),是关于变量α, ε, X, W 的线

性矩阵不等式,因此,可以用MATLAB软件所提供的
鲁棒控制工具箱中的命令feasp 来求解该不等式组
解的可行性问题,并在存在可行解的情况下直接得
到控制器的参数化表示. 利用定理2中的条件,还可
以通过求得α的最小值得到最优保性能控制律. 最
优保性能控制律可以通过求解以下优化问题得到.

定定定理理理 3 如果以下优化问题:

min
ε,X,W

α,

满足不等式(16)∼(18)有解(X̃, W̃ , ε̃, α̃),则

u∗(t) = W̃ X̃−1e(t) + v(t)

是系统在约束条件下的最优跟踪保性能控制律.
该问题是具有线性不等式约束的凸优化问题, 可
以转化为求最小最大特征值问题, 用MATLAB中
的mincx函数来求解.

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Numerical example)
对某非线性对象,先选择特征点采用瞬时线性化

技术得到多个线性化某型, 后选择合适的点作为标
称系统,其他特征点的参数与之相比较得到不确定
性. 得到的方程具有(1)的形式, 参数的具体表达式
为:

A =
[ − 0.3487 1.0000
−17.801 −0.2741

]
,

B =
[ −0.0680
−31.267

]
,

C = I2, D =
[
0.02
3

]
,

E1 =
[
4 0.01

]
, E2 = 5,
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控制输入约束条件为控制量小于10. 下面应用定
理3设计跟踪保性能控制器. 加权矩阵如下:

Q =
[
2.5 0
0 0.01

]
, R = 1.

设系统初始状态为xT
0 = [0.0 0.18], 期望

输出为yT
r (0) = [0.18 0.0], 则初始误差eT

0 =
[−0.18 0.18] 应用定理3设计考虑约束条件的最
优跟踪保性能控制律为(假设期望输出为慢变信号)

K = [0.0925 0.2421] ,

v(t) = [−0.6618 0.0]yr(t),

性能矩阵

P =
[
0.8221 0.1087
0.1087 0.0495]

]
,

最优性能为J∗ = 0.0212. 经过对采用设计控制器的
非线性对象的仿真,可以得到满意的跟踪效果.为了
表明本文所提出算法的有效性, 在非线性仿真程序
中参考信号采用周期为4π,幅值为10的方波信号.采
用无约束条件和利用本文所提出的考虑约束条件的

最优跟踪保性能控的控制曲线分别见图1、图2所示.

图 1 无约束最优保性能控制方波跟踪控制输入曲线

Fig. 1 Simulation control input curve with the optimal

tracking guaranteed cost controller

图 2 考虑约束的最优保性能方波跟踪控制输入曲线
Fig. 2 Simulation control input curve with

the proposed controller

当然一般情况下, 考虑约束条件而设计的最优
跟踪保性能跟踪控制,与不考虑约束的相比,后者在
跟踪信号发生突变时上升时间稍长, 但它可以保证
控制输入不会进入饱和非线性区. 而前者虽然在期
望输出信号变化较快时上升时间较短, 但很可能就
会超过控制约束. 从图1中可以看出,虽然上升时间
较短,但控制量很大,在跟踪幅度为10的阶跃时控制
量甚至达到了24;在同样的条件下,图2表明,用本文
提出的方法设计的控制器, 控制量没有超过控制约
束10,从而验证了本文提出的结论.

5 结结结论论论(Conclusion)
针一类时变非线性对象,首先采用瞬时线性化技

术得到多个线性模型, 然后将之看作线性不确定系
统,提出使用跟踪保性能控制设计控制器；针对输
入存在幅度限制约束条件的情况, 找出可以保证控
制输入在线性区的充分条件;然后结合保性能控制,
从而得到了考虑约束条件的跟踪保性能控制律存在

的充分条件,同时给出了控制器的参数化表示. 通过
对算例仿真, 结果表明了所提方法分有效性和可行
性.
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