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摘 　　要

本文用子波变换研究了描述壁湍流脉动速度局部奇异性行为的 Lipschitz 奇异性指数 ,发现在

湍流边界层中 ,猝发和扫掠发生时脉动速度信号的 Lipschitz 局部奇异性指数为负值·　
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§11 引　　言

湍流边界层中近壁相干结构一直是许多研究的热点问题·　毫无疑问 ,相干结构已经成为

壁剪切湍流中的主要结构·　它们在湍能的产生、耗散和输运中起重要作用·　目前研究的困难

之一就是如何从物理或数值实验中定量地测量相干结构 ,目的是提取出相干结构 ,研究相干结

构在近壁湍流中的动力学特征·　

子波变换[1 ]是依据群论和平方可积理论新近发展起来的一种数学方法 ,通过信号与一个

被称为子波的解析函数进行卷积 ,将信号在时域空间与频域空间同时分解开来·　其中子波函

数是由子波母函数经过平移和伸缩得到 ,它是具有有限支集的时间窗函数 ,这说明信号在距离

时间窗中心较远处的行为不起作用 ,因而对信号的分析在时间域的局部进行·　而傅立叶分析

由于三角函数在时域空间是无限延伸的 ,因而是先天地非局域化的·　另一方面 ,由于子波函数

的时间窗宽度可以膨胀和缩小 ,使得子波变换对信号进行频率分析相当于一个相对分辨率为

常数的滤波器·　因而它在频域空间也是一种局部化方法·　因此 ,子波变换是一种时频双局部

化方法·　

子波变换能够作为一种新的工具辨识平板湍流边界层中出现的相干结构 ,代替通常所用

的条件采样方法·　姜楠 (1997) [2 ]用子波变换的方法对用热膜测速仪得到的湍流边界层流向

脉动速度信号在时域空间和频域空间同时进行分解 ,根据子波系数研究了湍流边界层脉动动

能随尺度的分布 ,提出了确定湍流边界层相干结构的时间尺度的能量最大准则 ,提取了平板湍
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流边界层相干结构的速度信号波形 ,发现相干结构的内尺度无量纲平均猝发周期约为 t + =

1138 , t + = t u2
τ/ν,与实验测量结果符合得较好·　

本文将用子波变换得到的壁湍流信号 Lipschitz 奇异性指数[3 ]作为定量研究相干结构强

度的一个物理量 ,发现当相干结构发生喷射和扫掠时 ,湍流边界层近壁区域脉动速度信号的

Lipschitz 奇异性指数为负值 ,这与 Kolmogorov 的理论[4 ]相矛盾·　根据 Kolmogorov 的理论[4 ] ,

湍流脉动速度信号的 Lipschitz 局部指数为 1/ 3 ,δv ( t ,Δt) = v ( t +Δt) - v ( t) ∝Δt1/ 3 ,从而

得到了著名的 - 5/ 3 理论 E ( k) ∝ k - 5/ 3·　而负的指数以前是未曾见诸报道的 ,它对应着具有

强局部梯度的动力学事件·　在平板湍流边界层的近壁区域中 ,这种事件是相干结构间歇地经

过探针附近的区域 ,这说明在相干结构发生喷射和扫掠的时刻 ,脉动速度信号具有局部强脉冲

现象 ,它们对壁湍流的动量输运具有重要作用·　

§21 子波变换和 Lipschitz 局部奇异性指数

211 　子波变换和湍流中的湍涡

子波变换是一种最近发展起来的新的数学方法 ,它将信号分解为称为子波的基本结构·　

通过信号与一个被称为子波的解析函数进行卷积将信号分解开来·　对于一维情形 ,将信号在

时域空间与频域空间进行二维展开·　子波函数由子波母函数经过平移和伸缩得到·　

定义 1 　如果 W ( t) ∈L 2 ( R) 满足容许性条件 :

CW =∫
+ ∞

- ∞

| Ŵ (ω) | 2

| ω |
dω < ∞ (211)

其中 Ŵ (ω) 是 W ( t) ∈L 2 ( R) 的傅立叶变换·　那么 W ( t) ∈L 2 ( R) 被称为基本子波·　

对于每一个基本子波 W ( t) ∈L 2 ( R) ,子波函数族 W ab ( t) 是由 W ( t) ∈L 2 ( R) 经过平

移 (参数 b) 和伸缩 (参数 a) 变换而来 :

W ab ( t) =
1
a

W
t - b

a
me (212)

其中 a , b ∈ R , a ≠0 ·　

一维信号 s ( t) ∈L 2 ( R) 在子波函数 W ab ( t) 下的子波变换 W s ( a , b) 定义为 :

W s ( a , b) =∫
+ ∞

- ∞
s ( t) W ab ( t) dt (213)

注意 :如果 W ( t) ∈L 2 ( R) 和 Ŵ (ω) 满足

t W ( t) ∈L 2 ( R) ,ωŴ (ω) ∈L 2 ( R)

则基本子波 W ( t) ∈L 2 ( R) 是有限时间窗函数 , Ŵ (ω) 是连续函数 , CW 有限表明 :

Ŵ (0) = 0 (214)

或者 ,等价地 :

∫
+ ∞

- ∞
W ( t) dt = 0 (215)

这表明子波函数的平均值为零·　又称子波函数具有零阶消失矩·　子波函数必须至少具有

零阶消失矩 ,一个子波函数被称为具有 n 阶消失矩 ,当且仅当对于非负整数 0 ≤k ≤ n , W ( t)

∈L 2 ( R) 满足

∫
+ ∞

- ∞
t k W ( t) dt = 0 (216)
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(216)亦称子波具有 n 阶消去性·　

W ab ( t) 也是零均值的·　这说明如果 s ( t) ∈L 2 ( R) 在确定的位置 b 附近尺度 a 的范围

内没有变化 (也就是说 ,在 W ab ( t) 的有限支集内 , s ( t) 近似于常数) 其子波系数 W s ( a , b) 为

零·　反之 ,如果 s ( t) 在确定的位置 b附近尺度 a 的范围内显著变化 ,相应的子波系数 W s ( a ,

b) 很大·　因此子波变换被称为数学显微镜 ,其焦点位置为 b ,放大倍数为 a ,其光学性质取决

于对基本子波 W ( t) 的选择·　图 1 是 Gauss 基本子波和 Marr 基本子波的图形·　其解析表达

式分别为 :

W ( t) = te - t
2
/ 2 (217a)

W ( t) = (1 - t2) e - t
2
/ 2 (217b)

　　　　(a) Gauss 基本子波函数 　　　　　　　　　　(b) Marr 基本子波函数

图 　1

等式 (213)表明子波系数 W s ( a , b) 正比于 s ( t) 和 W ab ( t) 的互相关·　对于湍流来说 ,子

波函数 W ab ( t) 具有特定的物理意义·　湍涡是构成湍流的最基本单元 ,而子波分解恰好将湍

流分解为湍涡这样的基本结构·　可以说 ,湍涡就是湍流中的特定子波·　湍涡在谱空间具有

一定的带宽 ,在物理空间具有局部的贡献·　将一个信号 s ( t) 进行子波分析就相当于将该信

号与子波 W ( t/ a) 在位置 b 处进行局部互相关分析 ,大的子波系数 W s ( a , b) 表示信号 s ( t)

和 W ab ( t) 具有很强的相关 ,说明在位置 t = b有一个尺度为 a的湍涡结构经过测量探头·　通

过 ( a , b) 平面上的子波系数 ,将湍流分解为一个一个在不同位置具有不同尺度的湍涡结构·　

相干结构是壁湍流中重要的大尺度湍涡结构 ,它在空间和时间上都是局部化的 ,这种强烈

的间歇性和非均匀性使得子波变换能够代替傅立叶变换对湍流信号进行分解·　

212 　李普希兹局部奇异性指数

定义 2 　设 n 为非负整数 , n ≤α < n + 1 ,称信号 s ( t) 在 t = t0 点具有 Lipschitz 指数

α( t0) ,当且仅当存在两个常数 C 及δ > 0 ,使得当 0 < | t - t0 | < δ时 ,恒有

s ( t) = s ( t0) + ( t - t0) s′( t0) + ⋯+
( t - t0) ns

( n) ( t0)

n !

+ C | t - t0 |
α( t

0
)

+ o(| t - t0 |
α( t

0
) ) (218)

称 s ( t) 在 t = t0 点是奇异的当且仅当α( t0) < 1

s ( t) = s ( t0) + C | t - t0 |
α( t

0
)

+ o(| t - t0 |
α( t

0
) ) (219)

根据定义 2 ,如果信号 s ( t) 在 t = t0 点是连续可微的 ,则其 Lipschitz 指数α( t0) = 1 ;如

果 s ( t) 在 t = t0 点的导数有界但不连续 ,仍有其Lipschitz 指数α( t0) = 1·　Lipschitz 指数能

够比导数更精确描述信号的光滑性·　如果 s ( t) 在 t = t0 点具有Lipschitz指数 n <α < n +

909用子波变换研究壁湍流 Lipschitz 奇异性指数



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

1 ,则 s ( t) 在 t = t0 点是 n 次可微的·　但是它的第 n 阶导数在这点是奇异的α - n < 1 ,而

且α刻画了这种奇异性·　

具有零阶消失矩的子波能够检测α( t0) < 1 的 Lipschitz 局部奇异性指数·　可以证明 ,如

果信号 s ( t) 在 t = t0 点的Lipschitz指数α( t0) < 1 ,则当 0 < max (λa , a) <δ/ ( t 3 +σt) 时 ,

s ( t) 的子波变换满足

W s (λa , t0) = λα( t0
)

W s ( a , t0) (2110)

因此 ,信号 s ( t) 在 t = t0 点的李普希兹局部奇异性指数α( t0) 满足 :

α( t0) =
log | W s (λa , t0) / W s ( a , t0) |

log | λ|
(2111)

事实上 ,

W s (λa , t0) =
1
λa∫

+ ∞

- ∞
s ( t) W

t - t0

λa
特定 ·　dt

t = λax + t0

W s (λa , t0) =∫
+ ∞

- ∞
s (λax + t0) W ( x ) dx

∫
+ ∞

- ∞
s ( t0) W ( - x) dx = 0

W s (λa , t0) =∫
+ ∞

- ∞
[ s (λax + t0) - s ( t0) ] W ( x ) dx

=∫
+ ∞

- ∞
C | λax |

α( t
0
)

W ( x) dx

= λα( t
0
)∫

+ ∞

- ∞
C | ax |

α( t
0
)

W ( x) dx

= λα( t
0
)∫

+ ∞

- ∞
[ s ( ax + t0) - s ( t0) ] W ( x) dx

= λα( t0
)∫

+ ∞

- ∞
s ( ax + t0) W ( x) dx

= λα( t
0
)∫

+ ∞

- ∞
s ( t) W

t - t0

a
)

+

1
a

dt

= λα( t0
)

W s ( a , t0)

如果 s ( t) 在 t = t0 点具有Lipschitz指数α( t0) , 则其原函数具有Lipschitz指数α( t0) +

1·　因此 , 可以将Lipschitz指数推广到负数的情形·　如果 s ( t) 的原函数具有Lipschitz局部奇

异性指数α+ 1 < 1 , 那么 s ( t) 具有负的 Lipschitz 局部奇异性指数α < 0·　例如 , 在 t = t0

点连续的分段线性函数 , 其一阶导数在 t = t0 点附近为阶梯函数 , 在 t = t0 点间断 ;其二阶导

数为 Dirac函数δ( t - t0)·　可以证明 , Dirac函数δ( t - t0) 在 t = t0 点的Lipschitz指数α( t0)

= - 1 ;在 t = t0 点间断的阶梯函数在 t = t0 点的 Lipschitz 指数α( t0) = 0 ·　

事实上 ,设阶梯函数

s ( t) =
1 , 　　　t > t0

- 1 , 　　t ≤ t0

那么 ,对于 Gauss 基本子波有

1
a ∫

t
0

- ∞
- W

t - t0

a
C2dt +∫

+ ∞

t
0

W
t - t0

a
(或 dt 和迭≠0
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从而有 :

　　　　 W s (λa , t0) =
1
λa∫

+ ∞

- ∞
s ( t) W

t - t0

λa
pdt

　　　　　　　 =
1
λa ∫

t
0

- ∞
s ( t) W

t - t0

λa
dt +∫

+ ∞

t
0

s ( t) W
t - t0

λa
dt

　　　　　　　 =
1
λa ∫

t0

- ∞
- W

t - t0

λa
s

( λ

dt +∫
+ ∞

t0

W
t - t0

λa
事 dt,

　　　　　　　 =
1
a ∫

t0

- ∞
- W

t - t0

a
dt +∫

+ ∞

t0

W
t - t0

a

∞

dt

　　　　　　　 =
1
a∫

+ ∞

- ∞
s ( t) W

t - t0

a
x dt = W s ( a , t0) = λ0 W s ( a , t0)

∴　　　α( t0) = 0

从而 Dirac 函数δ( t - t0) 在 t = t0 点的 Lipschitz 指数α( t0) = - 1 ·　

利用 Marr 基本子波 ,根据 W (0) = 1 ≠0 ,可以直接证明Dirac函数δ( t - t0) 在 t = t0 点

的 Lipschitz 指数α( t0) = - 1·　Dirac 函数δ( t - t0) 满足

∫
+ ∞

- ∞
δ( t) dt = 1

δ( t) =
0 , t ≠ t0

+ ∞, t = t0

Wδ(λa , t0) =
1
λa∫

+ ∞

- ∞
δ( t) W

t - t0

λa
∫ dt =

1
λa

W
t0 - t0

λa
a

=
1
λa

W (0) =
1
λa

=
1
λ

1
a∫

+ ∞

- ∞
δ( t) W

t - t0

a
+dt =

1
λWδ( a , t0)

∴　　　α( t0) = - 1

§31 用子波变换检测壁湍流 Lipschitz 局部奇异性指数

信号中的瞬时现象或奇异结构往往包含着重要的信息 ,在物理上 ,研究这些奇异的结构对

于理解未知的物理性质具有重要的作用·　这其中的一个重要例子就是壁湍流中的大尺度相干

图 2 　壁湍流流向脉动速度信号 ( y + = 32)

结构·　对于这种结构 ,目前还不完全了解其物理机理 ,这促使我们去从湍流脉动信号中检测和

提取相干结构·　傅立叶变换可以从整体上描述信号的正则性 ,但是它不能发现信号中局部的

奇异点 ,子波变换能够将信号在时域空间和频域空间进行局部化分解 ,能够描述壁湍流中局部

119用子波变换研究壁湍流 Lipschitz 奇异性指数
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图 3 　脉动速度信号的子波变换

的奇异性相干结构·　这使得我们能够通过湍流脉动信号的子波变换定义李普希兹局部奇异性

指数来定量地研究相干结构的强度·　

图 4 　相干结构流向速度信号波形

图 5 　壁湍流流向脉动速度的 Lip schitz 局部奇异性指数

实验在矩形横截面的开口循环式水槽中进行 ,一块长 113m ,宽 14cm 的有机玻璃平板放

置在水槽实验段底部来产生零压力梯度的平板湍流边界层·　用 TSI1051-2D 型测速仪和

1210-20W 型热膜探针测量流向速度分量·　图 2 为测量得到的流向脉动速度信号 ,对壁湍流流

向脉动速度信号 u ( t) 利用公式 (213) 进行子波变换 ,得到其子波系数 W u ( a , b) 如图 3 所示·　

图 4 为子波变换的能量最大准则[2 ]得到的相干结构对应的速度信号波形 ,图 5 为根据公式
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(2110)计算得到的信号在每一时刻的 Lipschitz 局部奇异性指数·　从图 4 和图 5 中可以看到 ,

在相干结构发生喷射和扫掠的时刻 , (子波系数为正的峰值和负的峰值的时刻) ,信号的 Lips2
chitz 局部奇异性指数为负值·　这说明在相干结构发生喷射和扫掠的时刻 ,脉动速度信号发生

强脉冲现象 ,其幅值具有增长很快的趋势·　

§41 主 要 结 论

湍流信号的 Lipschitz 指数是描述湍流结构特征的一个物理量·　对壁湍流流向脉动速度

信号进行子波分析 ,利用子波系数检测其局部标度指数表明 ,发现湍流边界层与均匀各向同性

湍流的结构具有本质的不同 ,根据 Kolmogorov 的 - 5/ 3 理论 ,均匀各向同性湍流脉动速度信

号的 Lipschitz 指数为 1/ 3 ;在具有高剪切特性而且各向异性的湍流边界层中 ,在喷射和扫掠的

发生时刻 ,脉动速度信号的 Lipschitz 局部奇异性指数为负值 ,这说明在相干结构发生喷射和

扫掠的时刻 ,脉动速度信号具有局部强脉冲现象 ,在短时间内其幅值具有增长很快的趋热·　因

此 ,Lipschitz 局部奇异性指数可以作为描述壁湍流相干结构的特征量之一·　
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Us i n g Wa velet Tr a nsf o r m t o S t u dy t he L ip s c hi t z

L oca l S i n g ul a r Exp o ne n t i n Wall Tu r b ule nce

J iang Nan 　　Wang Zhendong 　　Shu Wei

( Dep a r t men t of Mecha nics , Ti a n ji n U niversi t y , Ti a nji n 300072 ; L abor a tory f or Nonli nea r Mecha nics

of Cont i n uous Medi a , Ins t i t u te of Mecha nics , Aca demi a Si nica , Beij i ng 100080 , P. R. Chi n a)

Abs t r act

In this paper , wavelet t ransform is int roduced to s tudy the Lipschitz local singular exponent for

characte rizing the local singularity behavior of fluctuating velocity in wall turbulence . It is found that

the local singular exponent is negative when the ejections and sweeps of coherent s t ructures occur in

a turbulent boundary layer .
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