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粘性可压混合层时间稳定性对称紧致差分求解
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摘　要: 基于可压扰动方程组的一阶改型, 将高精度对称紧致格式引入边值法数值线性稳定性分析。对所获非线

性离散特征值问题给出了一个通用形式二阶迭代局部算法, 实现了时间模式和空间模式的统一求解, 并将扰动

特征值及其特征函数同时得到。据此分析了可压平面自由混合层时间稳定性, 涉及二维ö三维扰动波、粘性ö无粘

扰动波、第一ö第二模态、特征函数、伪特征值谱等。研究表明, 压缩性效应和粘性效应对最不稳定扰动波数和增

长率呈相似的减抑作用; 在M c = 1 附近, 从高波数段开始, 粘性效应可强化二维不稳定扰动波由第一模态向第

二模态的过渡。
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0　引　　言

数值线性稳定性分析是混合层理论研究内容

之一, 它最早可追溯到本世纪六十年代[1 ]。自从

Bogdanoff [2 ]和 Papamo schou [3 ]先后通过实验选取

对流M ach 数为压缩性参数以来, 可压混合层稳定

性理论得以深入发展。与边界层流动不同, 可压混

合层平均速度剖面上存在自然拐点, 与流体粘性无

关, 因而大多数研究是在无粘假设下进行的[4, 5 ]。

R agab 和W u [6 ]在其空间模式线性稳定性分析中

计及了粘性, 结果显示粘性效应对扰动增长率具有

抑制作用。

类似于边界层流动[7 ] , 可压混合层线性稳定性

问题的数值求解可分成初值法 ( in it ia l va lue

m ethod) 和边值法 (boundary value m ethod) 两类。

初值法占用计算机内存较少, 并可根据扰动特征函

数的局部特性变步长积分, 所以在文献中常被采

用[5, 6 ]。其不足之处是存在寄生误差, 对迭代初值很

敏感。边值法的特点是易于构造矩阵特征值问题,

收敛性较好, 更适于高M ach 数可压流计算。有限

差分是边值法中常见的一种数值离散方法。受离散

方程系数矩阵带宽的限制, 显式差分计算多为二阶

精度。M alik [7 ]较早在可压流线性稳定性分析中实

现了一个源于 Eu ler2M aclau rin 公式的两点四阶具

有紧致特征的差分算法, 被许多人选用。

　　本文将一类高精度对称紧致差分格式[8 ]引入

可压流线性稳定性分析, 就导出的非线性离散特征

值问题给出一个通用形式二阶迭代局部解法。利用

所述算法, 研究了时间模式无约束可压平面混合层

的线性稳定性特征, 讨论了压缩性效应和粘性效应

对不稳定扰动波增长率、扰动波数、扰动模态、以及

扰动特征函数等的影响。

1　三维可压线性稳定性方程

将速度分量 u , v , w , 温度 T , 压力 p 取作独

立变量。记瞬时流动元 f
　～

= (u , v , w , T , p ) ,

并分解成平均量 f
　-

与无穷小扰动量 f ′之和, 代入

三维可压N avier2Stokes 方程, 舍去高阶小量, 可

得关于 f ′的线化扰动方程。 在局部平行流和

To llm ien2Sch lich t ing 行谐波假设下, 令扰动量为

f ′(x , y , z , t) = f
　^ (y ) õ exp [ i(Αx + Βz - Ξt) ]

这里, f
　^

是扰动特征函数, Α是流向波数, Β是展向

波数, Ξ是扰动频率。据此导出关于f
　^

的三维可压线

性稳定性方程, 表作矩阵形式

(A D 2 + B D + C ) < = 0 (1)

系数矩阵A ,B , C ∈C 5×5, 特征函数向量 <= (uδ, vδ,

wδ, Tδ, pδ) T , 微分算子D = dödy。对上式的连续方程

求导, vδ的二阶法向动量方程可替换成 pδ的一阶方

程, 于是得稳定性方程的一阶改型

D 7 = M 7 (2)

系数矩阵M ∈ C 8×8, 特征函数向量 7 = (uδ, vδ,

wδ, Tδ, pδ, D uδ, D wδ, D Tδ) T。特别地, 对无粘情形,
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M ∈C 2×2, 7 = (vδ, pδ) T。稳定性方程与其边界条

件组成由复色散关系式 F (R e; Α, Β, Ξ) = 0 描述的

连续特征值问题。矩阵A ,B , C ,M 的元素详见文

[ 9 ]。

2　SCD -M NR 边值迭代局部算法

设网格一维均匀分布, 网格点数N , 网格间距

h. 标量函数 g 的一阶导数 g′的 7 点对称紧致差分

格式 (Symm etric Compact D ifference, SCD ) 一般

形式为[8 ]

　g′i + Αc õ (g′i- 1　 + g′i+ 1　) + Βc õ (g′i- 2　 + g′i+ 2　) =

h - 1 õ (a∆0
1 + b∆0

2 + c∆0
3) g i (3)

其中, Αc, Βc, a , b, c 是差分基架参数, 中心差分算子

∆0
l g i = g i+ l - g i- l。本文用特征函数向量 7 及其导

数 D 7 替换 g 和 g′, 并计及一阶改型稳定性方程

(2) , 式 (3) 变为

{cI }7 i- 3 + {hΒcM i- 2 + bI }7 i- 2 + {hΑcM i- 1 +

a I }7 i- 1 + {hM i}7 i + {hΑcM i+ 1 - a I }7 i+ 1 +

{hΒcM i+ 2 - bI }7 i+ 2 + {- cI }7 i+ 3 = 0 (4)

式中, I 是单位矩阵, i = 2, ⋯,N - 1。受网格点数

的限制, 近边界处格式降阶 1 边界点 i = 1,N 上的

数值离散方程的构造与内点类似, 采用的是高阶迎

风紧致差分格式[8 ] , 且兼顾物理和数值边界条

件[9 ]。最后归结为带状齐次线性方程组

M (R e; Α, Β, Ξ) 7 = 0 (5)

矩阵M ∈Cm ×m , 带宽 63; 离散特征向量 7 ∈ Cm ,

m = 8N 。式 (5) 对 Ξ和 Α都呈非线性。

对非线性离散特征值问题 (5) , 现构造一个通

用形式修正N ew ton2R aph son (M N R ) 二阶迭代局

部解法。设网格 i1 上第 l1 个独立变元非 0, 且为式

(5) 非平凡特征解的正规化变量, 记作 7 ( l1)
i1

, 则有

7 ( l1)
i1

= 1, 以之替换式 (5) 中任一方程 g (7 ) = 0,

并平移至对角线上, 得线性方程组

N (R e; Α, Β, Ξ) 7 = rλ (6)

系数矩阵N 仍呈带状, 带宽65。向量 rλ的第 ( i1 - 1)

× 8 + l1 个元素为1。这样, g (7 ) 便由式 (6) 确定了

一个原象为 Κ= (Ξ, Α) 的非线性函数映射 f (Κ) ,

f (Κ) = 0 的根即为特征值 Κs, 所对应的方程组 (6)

的 解 为 特 征 函 数。 令 Κs = Κ + ∃Κ, 经 典

N ew ton2R aph son 迭代的基本思想是将迭代函数

f (Κ) 在预估值Κ处一阶T aylo r展开, 若进行二阶展

开, 有

f (Κs)≈ f (Κ) + f ′(Κ) ∃Κ+
1
2

f ″(Κ) ∃Κ2

式中 f (Κs) = 0。迭代残值 ∃Κ的两个根取模最小的

一个。此外, 易知

f (Κ) = g (7 1 (Κ) , 7 2 (Κ) , ⋯, 7 m (Κ) )

f ′(Κ) = ∑
m

j = 1

5g
57 j

d 7 j

d Κ

f ″(Κ) = ∑
m

j = 1

5g
57 j

d 27 j

d Κ2

其中向量 7 及其导数由式 (6) 及其一阶和二阶微

分方程组求得, 并且在迭代过程中, 所得三个线性

方程组可共用一个LU 分解系数矩阵。

3　可压混合层时间稳定性分析

考虑两股气流以y = 0平面分界, 在x y 平面内

做异向无约束平行混合层流运动。坐标分量 (x , y ,

z )、速度分量 (u , v ,w )、温度 T、压力 p 依次由 ∆3
Ξ ,

u3
1 , T 3

1 , Θ3
1 u3 2

1 无量纲化, 上标3 表示有量纲值, 下

标 1, 2 表示上下层自由流值。涡量厚度 ∆3
Ξ = (u 3

1

- u3
2 ) öûduθ3 ödy 3 ûm ax。在 uθ2 = - 1, T 2 = 1, pθ2 =

pθ1 无量纲自由流条件下, 平均流向速度 uθ (y ) =

tanh (2y ) , 平均温度满足修正C rocco2Bu sem ann 关

系式 T (y ) = 1 + P r õ (Χ - 1) õ M 2
1 õ [ 1 -

uθ (y ) 2 ]ö2, 平均压力 pθ (y ) = 1ö(Χ, 2
1) , 对流M ach

数 M c = M 1 = M 2。此外, Χ = 1. 4, P r = 0. 75,

T 3
1 = 273K。

以M c = 0. 8, R e = 600, Α = Β = 0. 5,

Ξ = (0, 0. 15997489) 的 45°粘性斜波为例, 采用 8

阶SCD 数值离散格式, 图1比较了一阶迭代 (虚线)

和二阶迭代 (实线) 误差 Ε = {û f (Ξ) û , û∃Ξû ,

‖∃7 ‖∞}的收敛曲线 (分别由符号□○△标示)。

结果显示, 二阶迭代不仅吸收域较大, 其收敛速度、

收敛极限、迭代步数也更优。对同一算法,

‖∃7 ‖∞ 的收敛性明显弱于 û∃Ξû , 这意味着特征

函数误差比特征值误差更敏感, 如果单纯将后者作

为收敛判据可能会掩盖较大的特征函数误差。

2 计 算 力 学 学 报 　第 19 卷　
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311　压缩性效应

图 2是一组Β= 0二维粘性扰动波增长率Ξi 随

流向波数 Α变化曲线 (R e = 600)。当M c 增大时,

Ξi 下降, 不稳定波数范围缩小。M c < 1 亚声速流的

最不稳定 Ξi 和 Α的下降梯度大于M c > 1 超声速

流, 其扰动波为第一模态, 相速度C p h = ΞröΑ为 0;

在M c = 1 附近, 第二模态扰动波 (C p h ≠ 0) 于高波

数段出现, 逐渐向低波数段推进, 第一模态波数范

围减小;M c > 1 超声速流的扰动波为第二模态, 共

有两个, 它们的 Ξi 相同, C p h 大小相等方向相反。相

对上下层自由流定义对流M ach 数M c1 = (uθ1 -

C p h) öc1,M c2 = (C p h - uθ2) öc2, 因 ûC p hû < 1[9 ] , 故两

个超声速扰动波必在混合层某侧为超声速, 而在另

一侧为亚声速。参照Jack son 和Gro sch [4 ] 在其无粘

空间模式稳定性分析中的分类, C p h > 0 的扰动波

为快模态, C p h < 0 的扰动波为慢模态。计算还显

示, 压缩性效应可使二维超声速最不稳定扰动波的

相速度增大。M icha lke [1 ] 经时间模式分析所得无粘

不可压混合层最不稳定波数 Α= 0. 4446, 本文对

M c = 0. 01 无粘计算所得结果是 Α= 0. 890, 计及

二者无量纲尺度差 1 倍可知, 从稳定性角度来看,

M c = 0. 01 是不可压流态的一个相当好的近似。

三维扰动波角Η= arctan (ΒöΑ)。将Α取定为二

维最不稳定扰动波数, 图 3 是一组三维扰动波Ξi 随

Η变化曲线 (R e = 600)。当M c 增大时, 自M c = 0. 6

开始, 曲线最大值点在横轴上向非 0 值偏移, 最不

稳定扰动波从二维转至三维, 且仍保持第一模态。

M c = 1. 2 和 1. 4 曲线上的中部尖点是模态变换位

置, 超声速第二模态扰动波只是二维最不稳定的。

图 4是同时改变波数Α和Β而搜索得到的三维最不

稳定扰动波角Η随M c 变化曲线, 均为第一模态, 并

受粘性影响不大。同图 3,M c > 0. 6 时, 三维波最不

稳定, 波角 Η单调上升, 变化梯度由大变小, 从这个

意义上说, 压缩性效应在 016 < M c < 1. 2 区间最

强。Sandham 和 R eyno lds[5 ] 经无粘线性稳定性分

析发现, 三维最不稳定波角 Η近似满足关系式

M cõ co sΗ≈ 0. 6, 它在图 4 中以符号○表示, 本计

算与之十分吻合, 表明该式对粘性扰动波也适用。

压缩性效应还使三维最不稳定波数 Αm ax 单调下降。

无粘条件下, 文[ 5 ] 采用积分法对M c = 0. 01, 0. 4,

0. 8, 1. 2, 1. 6 依次求得 Αm ax = 0. 89, 0. 82, 0. 52,

0. 315, 0. 22, 本文采用边值法所得结果为 Αm ax =

0. 890, 0. 820, 0. 517, 0. 319, 0. 217, 二者基本一致。

Papamo schou [3 ] 基于实验认为, 可压混合层厚

度增长率经正规化可表作随对流M ach 数M c 变化

的压缩性函数。利用M c = 0. 01 流态来近似不可压

流, 以其最不稳定 Ξi 作正规变量, 图 5 是由此得到

的二维和三维最不稳定扰动增长率正规化变量 ∆′
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随 M c 变化曲线。∆′所反映的压缩性效应在

M c = 0. 4～ 1. 2 范围较强。如前所述, 当M c > 0. 6

时, 三维 ∆′为主导, 并凸现出粘性对它的抑制作

用。图中符号○õ 对应的是参照文[ 3 ] 而给出的拟合

函数

f (M c) = 0. 18 + 0. 82õ exp (- 2õM 2
c )

三维 ∆′曲线与之吻合较好, 定性地显示了可压混

合层厚度增长率和扰动增长率所受压缩性效应之

间的相似性。从稳定性角度来说, 对流M ach 数M c

是一个简单合理的压缩性参数。

312　粘性效应

考虑 Β = 0 二维不稳定扰动波。给定M c =

1. 2, 图 6 是一组 Ξi 随 Α变化曲线, 与压缩性效应类

似, 粘性效应也使扰动增长率和不稳定波数范围减

小。图中无粘扰动波曲线有两个峰值区, 当粘性增

大时, 第二模态扰动波从高波数峰值区向低波数第

一模态峰值区推进, 最后第一模态扰动波被完全抑

制。R agab 和W u [6 ] 经空间线性稳定性分析认为,

R eyno lds 数对不稳定扰动波的相速度影响不大。

该结论仅适用于第一模态, 对第二模态扰动波, 粘

性效应使其相速度单调上升[9 ]。图 7 是M c = 0. 6,

1. 2 时最不稳定扰动增长率 Ξi 随R eyno lds 数变化

曲线。R e > 1000 时, 粘性稳定化效应可忽略。图中

超声速第二模态扰动波存在较大的稳定临界

R eyno lds 数, 同样, 文[ 6 ] 所述扰动波几乎在整个

R eyno lds 数范围不稳定的断言也仅适用于第一模

态。

313　特征函数

计算表明[9 ] , 最不稳定扰动波的扰动能量大于

亚谐模, 其特征函数中 uδ的相对尺度最大, 是扰动

初始主导方向。第一模态扰动波特征速度实部关于

y = 0对称, 虚部反对称。特征温度和特征压力的对

称性与特征速度相反。将扰动场取作

　f ′(x , y ) = f
　^

r (y ) õ co s (Αx ) - f
　^

i (y ) õ sin (Αx )

可以推知, 扰动场沿周期方向存在 4 个等距中心对

称点, 呈对称 ö反对称交替分布, 该性质决定了扰

动波非线性演化过程中大尺度涡结构的对称特征

及涡心位置。压缩性效应和粘性效应均使最不稳定

扰动波特征函数的横向影响域增大, 但扰动能量降

低。

超声速第二模态扰动波是辐射涡模态, 特征函

数的波动状主结构偏于相对M ach 数为超声速一

侧, 但快 ö慢模态特征函数叠加的对称性与

Kelvin2H elm ho ltz 型第一模态扰动波相同。选取

M c = 1. 2, R e = 600 二维最不稳定扰动波, 图 8 是

快模态压力扰动场, 粗线值大于 0, 细线值小于 0,

虚线值等于 0。图中亚声速一侧理论M c1 = 0. 881,

结构与第一模态相仿; 超声速一侧理论M c2 =

1. 519, 存在类似于超声速波纹壁流态的辐射膨

胀 ö压缩波系。由 0 等值线量得传播M ach 角 Λ =

4 计 算 力 学 学 报 　第 19 卷　
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arcsin (1öM c2) 的值约 4012°, 则计算M c2 = 1. 549,

同理论值接近。图 9 是快 ö慢模态叠加压力扰动

场, 对称性同第一模态, 但等值线向两侧远场辐射。

314　特征值谱

特征值谱由 4 阶显式中心差分数值离散稳定

性方程 (1) 获得。这是一个伪谱, 其中伪特征解通

常无收敛性, 特征函数呈锯齿状波动, 在自由流中

不衰减。特征值谱分析可给出物理谱信息, 帮助了

解特征模态彼此间以及同伪特征解之间的粘连性,

指导局部解法的迭代初值预估。图 10 是M c = 1. 2

二维最不稳定扰动波特征值谱。空心圆为物理模

态。与第一模态类似[9 ] , 无粘谱关于实轴和虚轴对

称, 具有蝶形结构; 粘性谱只关于虚轴对称, 具有伞

形结构。物理模态虚部最大, 与伪特征解明显分离,

保证了有限收敛域下迭代算法收敛的可能性。粘性

足够大时, 只有物理模态不稳定。压缩性效应和粘

性效应可强化特征模态粘连性问题, 表明在粘性可

压混合层稳定性分析中发展高精度高分辨率数值

算法是必要的。

4　结　论

本文将一类高精度对称紧致差分格式与二阶

修正N ew ton2R aph son 非线性函数求根迭代过程

结合, 针对可压流数值线性稳定性分析, 构造给出

了一个高精度高分辨率SCD 2M N R 局部解法。据此

对可压自由混合层进行了时间模式稳定性分析, 结

果表明:

(1) 压缩性效应和粘性效应对最不稳定扰动

波 的波数和增长率呈相似的减抑作用, 并在

M c = 1 附近强化二维扰动波从第一模态向第二模

态过渡。

(2) 最不稳定扰动波于M c≈ 0. 6 处从二维转

至三维, 且保持第一模态; 粘性效应对三维最不稳

定扰动波角无明显影响。

(3) 压缩性效应和粘性效应使最不稳定扰动

波特征函数的横向影响域增大, 使扰动能量减小,

并加剧特征模态粘连性问题。

(4) 可压混合层扰动增长率和厚度增长率所

受压缩性效应之间存在相关性。

(5) 在粘性可压混合层稳定性分析中发展高

精度高分辨率数值算法是必要的, 是得到正确有效

计算结果的关键。
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Num er ica l solution for the v iscous tem pora l stab il ity of

com press ible m ix ing layers w ith symm etr ic com pact d ifference schem es

W ang Q iang, 　Fu D exun, 　M a Yanw en
(LNM , Institu te of M echan ics, Ch inese A cadem y of Sciences, Beijing 100080, Ch ina)

Abstract: Based on the first2o rder fo rm of comp ressib le stab ility equat ion s, a fam ily of symm etric

compacted difference schem es w ith h igh p recision is emp loyed fo r the boundary value p rob lem in

num erica l stab ility analysis. A genera lized fo rm of the second o rder local itera t ion m ethod is g iven fo r

the ob ta ined non linear d iscret ized eigenvalue p rob lem , hence bo th tempo ral and spat ia l stab ility can be

ob served sim ilarly, and distu rbance eigenmodes and their eigenfunct ion s are gained sim u ltaneou sly. T he

tempo ral stab ility fo r comp ressib le p lane free m ix ing layers is invest iga ted, including tw o and th ree

dim en sional w aves, viscou s inviscid w aves, f irst and second modes, eigenfunct ion s, p seudo2eigenvalue

spectra and so on. T he resu lts show that the visco sity as w ell as comp ressib ility m ay reduce the

w avenum ber and grow th ra te of the un stab le w aves. Fu rthermo re, near M c = 1, the visco sity m ay

accelera te the change of tw o dim en sional mo st un stab le w aves from the first mode to the second mode at

h igh w avenum ber.

Key words: m ix ing layer; stab ility analysis; tempo ral mode; compacted difference schem e
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