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[摘 　要 ] 　提出球填充数值算法的新分类方法. 改进原有的松弛算法 , 使其能够模拟直径任意分布的球填充问

题 , 采用可变循环周期使不同球数情形下的填充率基本保持不变. 算例数据表明 , 该算法的填充率和配位数均

高于原算法. 由于采用背景网格搜索和双向链表组数据结构 , 使得邻接球搜索效率有相当大的提高 , 算法的时间

复杂度为 O ( N) ( N 为球数) . 在一台AMD Athlon 3200 + PC上 , 对于 10 000 个等径球的随机密排列 , 只需 217s , 填

充率即可达到 0164.
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0 　引言
自 1611 年的 Kepler 猜想至今 ,球填充问题一直引起人们的广泛兴趣. 一方面因为这是一个基本的数学

问题 ,另一方面也因为其在科学研究、工程实践乃至日常生活中都有大量的应用背景 ,这些应用分布在从宏

观宇宙星体运动到微观粒子排列的各个层次上. 上世纪 50 年代末以来 ,由于计算机的出现和快速发展 ,数值

模拟已成为理论分析和实验以外研究球填充问题的又一重要手段. 在很多情况下 ,特别是不规则形状、非等

径球和巨量球填充时 ,数值模拟几乎是唯一可行的分析方法. 现有的球填充数值模拟方法可分为序列添加

(Sequential Addition) [1 ,2 ] 、集合重排 ( Collective Rearrangement ) [3 - 10 ] 、前缘法 (Advancing Front ) [11 ,12 ] 和优化法

(Optimization Approach) [13 ] 4 类. 已有的分类方法通常只包含前两类 ,而未涉及近年来新出现的前缘法和优化

法. 表 1 给出这 4 类方法的优缺点对比 ,均以等径球填充为例.

表 1 　球填充数值模拟算法的分类比较

Table 1 　Classification and comparison of numerical simulation approaches for sphere packing

算法分类 优点 缺点

序列添加
　

填充速度较快
　

填充率较低 (一般小于 016)

邻接球数较低 (一般为 4 左右)

集合重排
　

能够获得较高的填充率 ( > 0162)

能够获得合理的邻接球数 (516～6)
耗时较多
　

前缘法 填充速度很快 填充率低 (一般小于 015)

优化法 可获得全局最优解 只能求解小规模问题

　　序列添加和集合重排算法是目前球填充数值模拟的主流算法 ,其中集合重排算法中较常见的是松弛

法[3～6 ] 、L2S 方法[7 ,8 ]和离散元法[9 ,10 ] . 集合重排法可以获得理想的填充率和邻接球数 ,但计算耗时相对较多.

10 000 规模的球填充需要计算几十个小时的情况也不鲜见[8 ,14 ] ,因此提高该算法的计算效率十分必要. 本文

在文[3 - 5 ]的基础上改进了松弛算法及其数据结构 ,提高了松弛算法的效率和适应性 ,并将该算法用于等径

球、双径球 (两种直径球的混合) 、对数正态分布和任意分布直径的球填充数值模拟.

1 　对数正态分布及任意直径分布球的生成
等径球和双径球的生成相对简单 ,以下讨论对数正态分布和任意分布直径球的生成.
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对于直径对数正态分布的球集合 ,其概率密度函数为

f ( r) =
1

2πσr
exp{ - (ln r - ln r0 ) 2Π2σ2

} , (1)

其中 ln r0 和σ为平均值和标准差. 通过将平均半径标准化为 1 ,可使得 ln r0 为零. 在此基础上通过以下办法

得到半径分布符合此概率密度函数的球集合 :首先生成满足均匀分布的一组随机数 ( t1 , t2 , ⋯, tn ) ,令 ri =

exp (σ( - ln ti )
1Π2 sin (2πti + 1 ) ) ,则由概率论可知{ ri }为满足 (1) 式对应的对数正态分布的球半径集合. 当σ取

零时则为等径球情形.

对于直径任意分布的球集合 ,假设概率密度函数为 f ( x) . 首先按照均匀分布产生一组随机点 ( xi , yi ) ,

如果产生的点落在概率密度曲线的下方则将其保留 ,反之则将其去除. 如此 ,被保留下来点的横坐标服从

f ( x)对应的分布. 所要产生的球半径就是这些点的横坐标 ,即 ri = xi ,当 yi < f ( xi ) . 然而在实际问题中 ,通常

都是给出一组离散的数据来描述直径分布区间. 本文采用三次样条插值函数对离散数据进行插值 ,以得到近

似的概率密度函数 f ( x) ,然后按照上述方法生成所需的球半径集合{ ri }.

图 1 和图 2 分别给出对数正态分布和任意分布数值模拟结果的对比. 从图中可以看出 ,采用上述方法生

成的球半径能很好地服从给定的分布.

图 1 　对数正态分布的理论值与数值模拟曲线

Fig11 　Theoretical and numerical log2normal

diameter distribution

图 2 　直径任意分布的实际值与数值模拟曲线

Fig12 　Practical and numerical results with

arbitrary diameter distribution

　　球心的初始坐标在立方体区域中按照均匀分布随机生成 ,立方体的边长为

L =
1
φ0 ∑

n

i = 1

4
3
πr

3
i

1Π3

, (4)

其中 n 为球数 ,φ0 由排列的性质决定. 本文对随机密排列 (Random Close Packing) ,φ0 取 0186 ,对随机松排列

(Random Loose Packing) ,φ0 取 0175. 文中的立方体区域采用周期边界.

2 　松弛算法
算法中几个重要的参数定义如下 :

●重叠率 (Overlap Ratio) :两球之间的重叠程度 ,定义为
ri + rj - dij

ri + rj
. 其中 ri , rj 为两球半径 , dij为两球心之间

距离.

●配位数 (Coordinate Number) :某一球的相邻球数 ,本文将满足
dij - ri - rj

ri + rj
< 01002 定义为 i , j 两球相邻.

●填充率 (Packing Density) : 球体积之和与立方体体积之比 ,即 ∑
n

i = 1
V iΠL

3 . 其中 V i 为每个球的体积 ,L 为立
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方体边长.

由 (2)式可知 ,初始状态下球之间存在大量的重叠. 采用以下松弛算法可降低球之间的重叠率以获得最

终的球排列. 松弛的主要过程为“推斥”,即任意两重叠球之间产生“推斥”作用 (图 3) ,“推斥”作用的位移大

小由

Rij = Ri + ( Rj - Ri )
ri + rj

dij

(3)

决定. 其中 Ri , Rj 分别为球 i 和球 j 的球心矢量 , ri , rj 为对应的球半径 , Rij为球 i 对球 j 作用后球 j 的球心矢

量 , dij为两球心之间距离. 由此可以得到对任一球 i 在其所有相邻重叠球作用下移动后的球心矢量

R′i =
1
ni ∑

n
i

j = 1
Rij , (4)

其中 ni 为球 i 的相邻重叠球数 (图 4) .

　　松弛算法的具体过程如下 :在得到初始大量重叠的球集合下 ,依次对每个球做“推斥”作用并将该球移动

到新位置. 如果该球不与其他任何球接触 ,则将该球移动至与其最近的球相切. 完成一次上述过程称为一个

循环 ,经过若干次循环 (循环次数称为循环周期 T)后 ,将立方体边长按

L = L (1 + molrΠβ) (5)

放大 ,其中 molr 为所有球中的最大重叠率 ,β为缩放因子. 由于减小β与增加循环次数效果基本相同 ,在本

文中不妨固定取β= 30. 按照上述松弛算法进行循环迭代 ,球集合的最大重叠率总体上趋于下降 ,尽管其中

个别循环后会有所上升. 当最大重叠率小于 2 ×10
- 4时可认为该集合中球与球之间无重叠 ,算法终止.

　　以往松弛算法中的循环周期都是常数. 但随着球数的增加 ,固定循环周期迭代将会使填充率不断下降 ,

在循环周期较小的情况下尤其显著. 经过试算 ,采用如下对数形式的可变循环周期经验公式可以使填充率不

受球数多少的影响而基本保持不变 (图 5) :

T = αlg
2

N , (6)

其中 T 为循环周期 ,α为循环基数 , N 为球数.

图 3 　球 i 对球 j 的推斥作用

Fig13 　Repulsion from sphere

i to sphere j

图 4 　多个球作用下的球推斥

Fig14 　Repulsion from

interactions of multi2sphere

图 5 　固定与可变循环周期 (α= 17)下

填充率随球数的变化

Fig15 　Packing density as a function of the number

of spheres with fixed and adaptive iteration periods

3 　邻接球搜索
邻接球搜索是整个算法中耗时最多的部分 ,因此其搜索效率的高低是影响整个算法速度的最主要因素.

背景网格法是提高搜索效率的有效方法 ,该方法将整个立方体区域预分为若干个子立方体区域 ,子立方体区

域的边长应比最大球的直径稍大. 定义球心所在的子区域为该球所在的子区域. 搜索邻接球时 ,只须搜索以

该球所在的子立方体为中心的 27 (3 ×3 ×3)个子立方体区域 (图 6) ,而不用搜索整个区域. 因为与该球相交

的邻接球只可能在这 27 个子立方体区域中. 如此 ,可以将原来对所有球的全局搜索变为对部分球的局部搜
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索 ,从而提高了邻接球搜索的效率.

数据结构对搜索效率也有很大的影响. 每一子立方体区域要记录所有包含在其中的球 ,以往的算法中 ,

通常用数组或单向链表实现. 然而在松弛算法中 ,球的位置是不断变化的 ,在“推斥”作用下可能从一个子区

域移动到另一个子区域 ,因此子区域中球记录的插入和删除操作十分频繁. 如果采用数组或单向链表数据结

构 ,每次删除时都需要查找目标球. 若采用有序排列及二分查找 ,则在插入时也需要查找插入位置. 为避免插

入和删除球时的查找操作 ,本文采用了双向链表组数据结构 (图 7) . 球的数据用 C + + 类封装 ,其中包含向前

和向后指针以构成双向链表. 双向链表组中存放每一链表的首地址 ,用向后指针可遍历该链表. 双向链表的

插入和删除操作只涉及向前和向后指针的重定位 ,从而避免了查找操作.

由于采用了背景网格搜索和双向链表组数据结构 ,使得算法的时间复杂度近似为 O ( N) ,即计算时间与

球数成线性关系. 图 8 给出了等径球在密排列和松排列情形下的计算时间和球数的关系. 当然 ,由于每个循

环周期中子立方体的边长不可能都保持完全相同 ,且算法收敛时的循环次数也稍有差异 ,这些偶然因素会造

成个别数据稍有偏离 ,但并不影响总体趋势. 在一台 AMD Athlon 3200 + PC(主频 210 GHz) 上 ,对于 10 000 个

等径球的随机密排列 ,只需 217 s ,填充率即可达到 0164.

图 6 　搜索相邻球的 27 个子立方体

Fig16 　27 sub2cubes for

contact detection

图 7 　双向链表组数据结构

Fig17 　Data structure of

double link group

图 8 　计算时间与球数的关系

Fig18 　Computing time as a function

of the number of spheres

4 　数值算例

表 2 　4 种直径分布情形下的算例结果及对比

Table 2 　Sphere packing simulation with

four kinds of diameter distribution

直径分布
填充率 配位数

本文 文[3 ] 本文 文[3 ]

等径 01646 01628 5172 5168

双径 01665 01653 5124

对数正态 01644 01628 5164 5164

任意分布 01692 4124

采用上述松弛算法 ,分别模拟了等径、双径、直径对数正态分布以及直径任意分布情形下的球填充. 所有

算例均为 10 000 个球的随机密排列 ,即取φ0 为 0186. 等径情形下球半径均为 1 ;双径情形下球的半径分别为

1 和 015 ,数量比为 1∶1 ;对数正态分布情形下取σ= 013 ;任意分布情形下球直径的分布如图 2 所示.

填充结果与文[3 ]的比较见表 2. 从表中可以看出 ,本算法的填充率和配位数均高于文[3 ] . 图 9～图 12

给出了 4 种情形下的填充图及剖面图 ,其中剖面均取在立方体的中面上.

5 　结论
本文提出了球填充数值算法的新分类方法 ,是对现有

分类方法的发展和补充 ,能够较全面地反映球填充数值算

法的发展现状. 本文改进了原有的松弛算法 ,使其能够模拟

直径任意分布的球填充问题 ,采用了可变循环周期使不同

球数情形下的填充率基本保持不变. 算例数据表明 ,本文算

法的填充率和配位数均高于原算法. 由于采用了背景网格

搜索和双向链表数据结构 ,使得邻接球搜索效率有相当大

的提高 ,算法的时间复杂度为 O ( N) ( N 为球数) . 该算法能
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够模拟各种情形的球填充问题 ,并有良好的计算效率.

图 9 　等径球填充及剖面图

Fig19 　Equal sphere packing and section

图 11 　直径对数正态分布球填充及剖面图

Fig111 　Sphere packing with log2normal diameter

distribution and its section

图 10 　双径球填充及剖面图

Fig110 　Bidisperse sphere packing and section

图 12 　直径任意分布球填充及剖面图

Fig112 　Sphere packing with arbitrary diameter

distribution and its section
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Numerical Simulation of Sphere Packing with Arbitrary Diameter Distribution

ZHAO Liang1 , 　LI Shuixiang1 , 　LIU Yuewu2

(1. College of Engineering , Peking University , Beijing 　100871 , China ;

2. Institute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences , Beijing 　100080 , China)

Abstract : 　A relaxation algorithm is developed to simulate sphere packing with arbitrary diameter distribution. An adaptive iteration period is

employed to keep the packing density stable with various number of spheres. The packing density and the coordinate number of the algorithm

are higher than those of previous approaches. The efficiency of contact detection is considerably increased by background grids and double link

group structure. The time complexity of the algorithm is O ( N) , where N is the number of spheres. It needs only CPU time of 217s to achieve

a packing density of 0164 for random close packing of 10 000 equal spheres with an AMD Athlon 3200 + PC. New classification of numerical

methods for sphere packing is also presented.

Key words : 　sphere packing ; relaxation algorithm ; random close packing ; background grid ; arbitrary diameter distribution
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