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摘要 :　提出了对称结构、旋转周期结构和链式结构的振动控制的降维方法·　以某种对称的方式

设置广义坐标的凝聚、传感器、驱动器的位置以及输入与控制力的关系 ,即可使控制系统具有和结

构同样的重复性·　对凝聚了的广义坐标和系统输入采用适当的变换 ,即可通过执行一些子结构的

控制问题实现整体系统的振动控制 ,从而使控制问题的维度显著降低·　
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引　　言

在航空、航天、土木和机械工程中存在许多重复性结构 (简称重复结构) ,包括镜面对称结

构 (简称对称结构) 、旋转周期结构、线周期结构、链式结构等·　重复结构由一些相同的子结

构按特定的规则组合而成 ,所有子结构都具有同样的几何形状、物理性质、边界条件和相互关

系·　由于重复结构的这些性质 ,一个结构的固有振动、强迫振动和振动控制问题只由一个子结

构的有关信息就可以确定 ,致使整体结构的固有振动、强迫振动、振动控制可以分为多个子结

构的相应问题 ,从而大大减小了数值分析或实验中的工作量·　

已有大量文献研究了这类结构的固有频率和模态的解法·　例如 ,Evensen[1 ]研究了对称结

构的振动 ,Thomas[2 ]较早研究了旋转周期结构的振动 ,Cai 和 Chan ,Cheung[3 ,4]利用 U变换对旋

转周期结构的振动做了一系列工作·　Wang和Wang[5 ,6]提供了约化对称结构、链式结构的方法·　

关于重复结构的振动控制问题见诸文献的很少·　Bryson和 Wiesinger[7 ]提供了一个圆形平

板空间结构的低阶控制器的设计方法 ,利用结构的几何对称性 ,将一个 4输入- 4输出系统解

耦为 4个单输入-单输出子系统·　本文研究了对称结构、旋转周期结构和链式结构的振动控制

的约简方法.对于重复性结构 ,如果广义坐标凝聚、观测器布置、致动器布置、输入和控制力的

465

　应用数学和力学 ,第 27卷 第 5期
　2006年 5月 15日出版

　　　　　　　　　　　　　　　　Applied Mathematics and Mechanics
　　　Vol. 27 ,No. 5 ,May. 15 ,2006

　

Ξ 收稿日期 :　2004-10-10 ; 修订日期 :　2006-01-12

基金项目 :　国家自然科学重点基金项目 (60034010) ;澳大利亚研究委员会发现项目 (DP0210716)

作者简介 :　陈伟民 (1967—) ,女 ,江苏南京人 ,博士 (联系人. Tel : + 86-10-62545533-3033 ; E-mail :wmchen

@imech. ac. cn)·　



关系都具有和结构相同的重复性质 ,则整体结构的振动控制问题可以约简为多个子结构的振

动控制问题 ,因此使控制系统的维数显著降低·　

1　镜面对称结构振动控制的降维方法

当一个结构的形状、物理性质 (包括扬氏模量、泊松比、密度等)和边界条件对某个平面是
对称时 ,则此结构称为对称结构 ,该平面称为对称面·　在结构的对称面上取 b个广义坐标 x2 ,

结构的左右部分各取 p个广义坐标 , x1和 x3 , 在控制力作用下的运动方程为

Mẍ + Kx + B u = 0 , (1)

其中 x = [ x1　x2　x3 ]T是 2 p + b维广义坐标向量·　u表示系统的输入 , B u是控制力·　如

果选取结构左、右部分的广义坐标的位置及其编号相对于对称面对称 ,则系统的刚度矩阵 K

可以表示为如下的特殊形式

K =

K11 K12 K13

KT
12 K22 KT

12 Sp

KT
13 Sp K12 K�T

11

, Sp =

0 　 1

　 Ψ
1 　 0

, (2)

其中上标 T表示转置 , �T 表示对第二对角线转置 ,即对于 n × k 矩阵 A = [ aij ] , A�T =

[ a ( n - j +1) ( k - i +1) ] = Sk AT Sn·　控阵 K中 , KT
11 = K11 , K�T

13 = K13 , KT
22 = K22·　质量矩阵 M具有

和 K同样的形式·　

当在对称面上 ,以及左右两部分对称地布置一些致动器时 ,控制力的输入 u 由 3组分量 ,

m维的 u1和 u3 , s维的 u2组成 , u = u1 , u2 , u3
T

, m ≤p , s ≤b·　令输入 u对结构产生的控

制力也具有对称性 ,即分向量 u1、u2、u3对 x1产生的控制力 B11 u1、B12 u2、B13 u3和 Sm u1、u2、
Sm u3对 Sp x3产生的控制力相同 , u1和 Sm u3对 x2产生的控制力相同 ,于是控制矩阵具有形式

B =

B11 B12 B13

B21 B22 B21 Sm

SpB13 Sm SpB12 SpB11 Sm

, (3)

其中 Sp和 Sm 分别为式 (2) 表示的 p ×p和 m ×m的 S 矩阵·　

实践中难于对大量的广义坐标进行观测 ,更难于对高维系统实现控制·　对于结构的高维

广义坐标 x ,常常要求将其凝聚成由安装的传感器可以测量的低维变量 y·　在结构的对称面

上 ,安装 r个传感器 ,在结构的左 ,右部分安装同样个数 ( l) 的具有对称的型式和位置的传感
器 ,这里 m ≤ l ≤ p , s ≤ r ≤ b·　由这些传感器测量的坐标分别用 y2、y1和 y3表示·　因此 ,

整个结构的凝聚坐标表示为 y = y1 , y2 , y3
T

, 为了保持凝聚系统的对称性 ,按以下形式给出

凝聚关系

x =

x1

x2

x3

=

C11 C21 SpC13 S l

C21 C22 C21 S l

C13 SpC21 SpC11 S l

y1

y2

y3

= Cy , (4)

将 (4)式代入方程 (1) ,左乘 CT ,得到 2 l + r维的控制系统
�Mÿ + �Ky + �B u = 0 , (5)

�K = CT KC =

�K11 �K12 �K13

�KT
12 �K22 �KT

12 S l

�KT
13 S l �K12 �K�T

11

, �B = CT B =

�B 11 �B 12 �B 13

�B 21 �B 22 �B 21 Sm

S l �B 13 Sm S l �B 12 S l �B 11 Sm

, (6)

并有 �KT
11 = �K11 , �K�T

13 = �K13 , �KT
22 = �K22·　�M具有和�K相同的形式·　这表明凝聚后的系统的 �M、
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�K、�B 仍保持了对称结构的特性 ,如 (2) 、(3)式一样·　

为了对方程 (5)进行约简 ,应用坐标变换

　　 y =

y1

y2

y3

=
1

2

Il 0 I l

0 2 Ir 0

S l 0 - S l

q1

q2

q3

= H1 q , (7)

　　 u =

u1

u2

u3

=
1

2

Im 0 Im

0 2 Is 0

Sm 0 - Sm

v1

v2

v3

= H2 v , (8)

其中 I l表示 l维单位矩阵·　注意到 HT
i Hi = I , i = 1 ,2·　

将 (7)和 (8) 式代入方程 (5) ,左乘 HT
i 得

　　
�M11 + �M13 S l 2 �M12

2 �M T
12 �M22

q̈1

q̈2
+

�K11 + �K13 S l 2 �K12

2 �KT
12 �K22

q1

q2
+

　　　　
�B 11 + �B 13 Sm 2 �B 12

2 �B T
13 �B 22

v1

v2
= 0 , (9)

　　 �M11 - �M13 S l q̈3 + �K11 - �K13 S l q3 + �B 11 - �B 13 Sm v3 = 0·　 (10)

至此 , 2 l + r自由度的原控制系统(5) 约简为一个 l + r自由度和一个 l自由度的控制系统·　

如果在对称结构的对称面上不设置广义坐标 ,约简过程则更为简单·　此时 , x2、u2、y2 都

为 0向量 ,式 (6)变为

　　 �M =
�M11 �M13

�M T
13 �M T

11

, �K =
�K11 �K13

�KT
13 �KT

11

, �B =
�B 11 �B 13

S l �B 13 Sm S l �B 11 Sm

, (11)

矩阵 �M 和 �K对于主对角线和第二对角线都是对称的·　式 (7)和 (8)式为

　　 y =
y1

y3
=

1

2

I l 　I l

S l - S l

q1

q3
= U1 q , (12)

　　 u =
u1

u3
=

1

2

Im 　Im

Sm - Sm

v1

v3
= U2 v·　 (13)

最后控制系统约简为两个 l 自由度的控制系统

　　 ( �M11 + �M13 S l) q̈1 + ( �K11 + �K13 S l) q1 + ( �B 11 + �B 13 Sm) v1 = 0 , (14)

　　 ( �M11 - �M13 S l) q̈3 + ( �K11 - �K13 S l) q3 + ( �B 11 - �B 13 Sm) v3 = 0·　 (15)

式 (12) 、(13)和方程 (14) 、(15)指出了用实验实现控制的过程 ,步骤如下
( ⅰ) 根据式 (12) ,将整体结构的观测量 y = y1 y3

T
, 按

　　 q =
q1

q3
= UT

1 y =
1

2

y1 + Sy3

y1 - Sy3

(16)

组合成 q1和 q3 , 分别送入控制系统 (14)和 (15)·　

( ⅱ) 按系统 (14)和 (15)分别设计出反馈输入 v1和 v3·　

( ⅲ) 将 v1和 v2按式 (13) 对 v1作对称和对 v3作反对称的组合后 ,送入整体系统的输入

u·　这样原为 2 l维系统的振动控制 ,可通过处理 2个 l 维系统的振动控制系统加以实现·　

2　旋转周期结构振动控制的降维方法

一个绕直线旋转角度ψ = 2π/ n和本身重复的结构称为 n阶旋转周期结构·　它是由 n个
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形状、物理性质、边条件以及和其它子结构彼此间联接都相同的子结构组成·　设每个子结构

有相同的 p个广义坐标 ,坐标向量记为 xi , ( i = 1 , ⋯, n) ,则整体结构的广义坐标为 x =

x1 , x2 , ⋯, xn
T·　结构振动的方程为

　　Mẍ + Kx + B u = 0 , (17)

其中 K为循环矩阵

　　 K =

K11 K12 ⋯ K1 n - 1 K1 n

K1 n K11 ⋯ K1 n - 2 K1 n - 1

… … … … …

K12 K13 ⋯ K1 n K11

, (18)

且有 : KT
11 = K11 , KT

1 a = K1 ( n+2 - a) ( a = 2 ,3 , ⋯, n) , M同 K具有相同的形式·　

在每个子结构上安置数量和位置相同的致动器 ,第 j子结构的输入记为 uj , n维向量 ,系统

的输入为 u = u1　u2　⋯　un
T

,它对子结构的控制力的关系也具有旋转周期性 , u1 , u2 ,

⋯, un- 1 , un在 x1产生的控制力 B11 u1、B12 u2 , ⋯, B1 n - 1 un - 1、B1 nun与 u2 , ⋯, un - 1 , un , u1在 x2

产生的控制力相同 ,如此类推 ,因此控制矩阵为

　　B =

B11 B12 ⋯ B1 n - 1 B1 n

B1 n B11 ⋯ B1 n - 2 B1 n - 1

… … … … …

B12 B13 ⋯ B1 n B11

, (19)

如果需要通过凝聚广义坐标降低自由度 ,为了使凝聚系统保持旋转周期性 ,在所有子结构

中设置相同数量 ( l) 、相同类型和位置的传感器·　记第 i个子结构的观测值为向量 yi ,整体结

构上的观测值为 y = y1　y2　⋯　yn
T·　凝聚关系设定为

　　 x =

x1

x2

…

xn

=

C11 Cn1 ⋯ C21

C21 C11 ⋯ C31

… … … …

Cn1 Cn - 1 ,1 ⋯ C11

y1

y2

…

yn

= Cy·　 (20)

将上式带入方程 (17) ,并左乘 CT ,得到 nl系统的振动控制方程

　　 �Mÿ + �Ky + �B u = 0 , (21)

其中 �K、�M 和 �B 都保持为循环矩阵·　且 �K和 �M 是对称矩阵·　
利用这些矩阵的性质 ,通过适当的坐标变换 ,可以约简系统 (21)·　作变换

　　 y =

y1

y2

…

yn

=
1

n

I l I l ⋯ I l

eiψI l ei2ψI l ⋯ ei nψI l

… … … …

ei ( n - 1)ψI l ei2 ( n - 1)ψIl ⋯ ei n ( n - 1)ψI l

q1

q2

…

qn

= U1 q , (22)

　　 u = u1　u2　⋯　un
T

= U2 v1　v2　⋯　vn
T

= U2 v , (23)

其中 i = - 1 ,ψ = 2π/ n ,矩阵 U2和 U1形式相同 ,只是将 Il换为 Im·　注意 �UT
jUj = I , j = 1 ,2·　

　　将变换 (22) 、(23)代入方程 (21) ,左乘 �U T
1 , 可导出

　　 �U T
1 �KU1 = diag[ K1 , K2 , ⋯, Kn ] , Ks = 6

n

j = 1

�K1 je
i ( j - 1) sψ , (24)

　　 �U T
1 �BU2 = diag[ B1 , B2 , ⋯, B n ] , Bs = 6

n

j = 1
�B 1 je

i ( j - 1) sψ , (25)
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其中 �KT
s = Ks , �Kn - s = Ks , �B n - s = Bs·　

最后方程 (21)解耦为 n个 l维系统的振动控制方程

　　Msq̈s + Ksqs + Bsqs = 0 , 　　s = 1 ,2 , ⋯, n·　 (26)

将方程 (26)按实部和虚部展开 ,并重组为

　　
Mr

s - Mi
s

Mi
s Mr

s

q̈ r
s

q̈ i
s

+
Kr

s - Ki
s

Ki
s Kr

s

qr
s

qi
s

+
B r

s - B i
s

B i
s B r

s

vr
s

vi
s

= 0·　 (27)

s = n和 n/ 2 (如 n为偶数) 时 , Ks、Ms、Bs为实矩阵 ,方程 (27) 中的虚部为 0·　其余的 s , Ks、Ms、

Bs为复矩阵·　(26) 为复变量方程·　但因以上 3矩阵对 s和 n - s的情形是共轭的 ,如式 (24) 和

(25) 所示 ,所以方程 (26) 中的第 s和 n - 2方程的解是共轭的 ,即 qn- s = �qs , vn- s = �vs·　

因此 ,具有 nl自由度的原控制系统 (21) 解耦为 1 (或 2 ,当 n为偶数时) 个 l自由度的子系

统的控制问题和 ( n - 1) / 2 (或 ( n - 2) / 2 ,当 n 为偶数时) 个 2 l 自由度的子系统的控制问题
(27)·　当由程 (27) 解得 qr

s、q
i
s、v

r
s、v

i
s后 ,代回变换 (22) 和 (23) ,得原系统的解 y = yr + iyi , u

= ur + iui ,易证 yi = 0 , ui = 0·　所以原系统为实变量的解·　

用实验实现系统 (21)的控制时 ,按如下步骤进行·　

( ⅰ) 得到原系统观察值 y后 ,按 (22)式分配为各子系统的观察值

　　 q = �U T
1 y ,

　　 qr
s =

1

n
I ,cos sψI , ⋯,cos ( n - 1) sψI y1 y2 ⋯ yn

T
,

　　 qi
s =

1

n
0 , - sin sψI , ⋯, - sin ( n - 1) sψI y1 y2 ⋯ yn

T·　

( ⅱ) 由子系统 (27)设计出输入 vr
s、v

i
s·　

(ⅲ) 按照 (23)式将 vs 合成为原系统 (21) 的输入 u·　因此 ,这时具有 nl 维的控制系统

(21) 解耦为 1 (或 2 ,当 n为偶数时) 个 l维子控制系统和 ( n - 1) / 2 (或 ( n - 2) / 2 ,当 n为偶数

时) 个 2 l 维的子控制系统 (27)·　

3　链式结构的振动控制

由 n个相同的子结构用无质量的弹性和刚性连接成链式 ,两端固定 , 每个子结构只和前

后子结构连接 ,而且是对称的 , 这样的结构称为链式结构·　对每个子结构取位置相同的 p个

广义坐标·　这样的结构的刚度矩阵

　　 K =

K11 K12 0 0 0

K12 K11 K12 0 0

ω ω ω ω ω
0 0 K12 K11 K12

0 0 0 K12 K11

, (28)

且 KT
11 = K11 , KT

12 = K12·　质量矩阵 M具有 K的形式·　

若每个子结构在相同的位置布置致动器 ,输入 u = u1 , ⋯, un
T·　分向量 uj 为 m 维向

量 ,对第 j个子结构的控制力为B11 uj ,对 j - 1和 j + 1子结构的控制力对称 ,皆为 B12 uj·　此时

整体结构为 np自由度 ,其振动控制方程为

　　Mẍ + Kx + B u = 0 , (29)

其中 B 具有式 (28) 中的 K的形式·　
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对自由度很大的结构需要将广义坐标 x凝聚为由传感器可以观测的变量 y ,为了使凝聚

后的系统保持链式系统 ,在所有结构上设置相同数目 ( l) 、相同类型和相同位置的传感器·　记

第 i个子结构上的观测值为 yi ,这样整体系统的观测值为 y = y1⋯y2⋯yn
T·　设定 xi只凝聚

到 yi ,且对 i = 1 , ⋯, n , 按相同规则凝聚·　因此

　　 x =

x1

x2

…

xn

=

C11 0 0 0

0 C11 0 0

0 0 ω 0

0 0 0 C11

y1

y2

…

yn

= Cy·　 (30)

将式 (30)代入方程 (29) ,左乘 CT ,得 nl维系统的控制问题

　　 �Mÿ + �Ky + �B u = 0 , (31)

其中 �M、�K和 �B 具有 K的形式·　而

　　 �M11 = CT
11 M11 C11 = �M T

11 , �M12 = CT
11 M12 C11 = �M T

12 , �K11 = CT
11 K11 C11 �KT

11 ,

　　 �K12 = CT
11 �K12 C11 = �KT

12 , �B 11 = CT
11 B11 , �B 12 = CT

11 B12·　

利用 �M、�K、�B 的性质 ,将方程 (31) 约简为 n个 l维系统的控制问题·　令 < =π/ ( n + 1) ,

作变换

　　 y =

y1

y2

…

yn

=
1

n + 1

sin <I l sin2 <I l ⋯ sin n<I l

sin2 <I l sin4 <I l ⋯ sin2 n<I l

… … … …

sin n<I l sin2 n<I l ⋯ sin nn<I l

q1

q2

…

qn

= R1 q , (32)

　　 u = u1　u2　⋯　un
T

= R2 U , (33)

其中 R1和 R2的形式一样 ,只是将 I l换为 Im·　将 (32) 、(33)式代入方程 (31) ,得

　　 RT
1 �KR1 = diag( K1 , K2 , ⋯, Kn) , Ks = �K11 + 2cos s< �K12 , 　　s = 1 ,2 , ⋯, n ,

　　 RT
1 �MR1 = diag ( M1 , M2 , ⋯, Mn) , Ms = �M11 + 2cos s< �M12 ,

　　 RT
1 �B R2 = diag( B1 , B2 , ⋯, B n) , Bs = �B 11 + 2cos s< �B 12·　

这样 ,原来 nl自由度系统的控制问题 (31) 化为 n个 l 自由度系统的控制问题

　　Ms q̈s + Ksqs + BsVs = 0 , 　　s = 1 ,2 , ⋯, n·　 (34)

实现控制 (31) ,可采用以下步骤
( ⅰ) 将获得的整体系统的观测量 y按式 (32) 分解为 q = q1　⋯　qn

T
= RT

1 y·　

( ⅱ) 将 qs送入子系统 (34) 按这些子系统设计出反馈输入 vs·　

( ⅲ) 将 vs按式 (33) 组合 ,作为整体系统的输入 u·　

4　结　　论

本文给出了对称结构、旋转周期结构和链式结构的振动控制的降维方法·　按照结构组成

的重复方式设置传感器的位置和广义坐标的凝聚、致动器的位置和系统输入与控制力的关系 ,

控制系统就具有和结构同样的重复性·　对凝聚了的系统和系统输入施行适当的变换 ,整体系

统的振动控制问题可缩减为几个子结构的振动控制问题·　子结构振动控制系统的维度显著

低于整体结构振动系统的维度·　

作为一个简例 ,考虑每个子结构只有一个传感器和一个致动器的情形·　运用本文给出的

降维方法 ,对于对称结构 ,一个双输入双输出控制系统被缩减为两个单输入单输出控制系统·　

对于 n阶旋转周期结构 ,一个 n输入 n输出控制系统被缩减为一个 (或两个 ,如 n为偶数) 单输
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入单输出控制系统和 ( n - 1) / 2 (或 ( n - 2) / 2) 个双输入双输出控制系统·　对于链式结构 ,一

个 n输入 n输出的控制系统被缩减为 n个单输入单输出控制系统·　

文章详细叙述了实现实际系统的振动控制的步骤·　

一些问题 ,例如在运用本文所提出的降维方法时结构振动控制的可控性、可观测性和鲁棒

性 ,尚待进一步研究·　
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Abs t ract : The reduction approaches are presented for vibration control of symmetric , cyclic periodic

and linking structures . The condensation of generalized coordinates , the location of sensors and actu2
ators , and the relation between system inputs and control forces were assumed to be set in a symmet2
ric way so that the control system possess the same repetition as the structure considered. By em2
ploying proper transformations of condensed generalized coordinates and the system inputed , the vi2
bration control of an entire system can be implemented by carrying out the control of a number of sub-

structures , and thus the dimension of the control problem can be significantly reduced.

Key words : vibration control of structure ; repetitive structure ; symmetric structure ; cyclic periodic

structure ; linking structure
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