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摘要 : 　在柱坐标系下 ,通过奇异摄动理论的多尺度展开法求解势流方程 ,研究了垂直强迫激励圆

柱形容器中的单一模式水表面驻波模式·　假设流体是无粘、不可压且运动是无旋的 ,在忽略了表

面张力的影响下 ,用两变量时间展开法得到一个具有立方项以及底部驱动项影响的非线性振幅方

程·　对上述方程进行了数值计算 ,计算的结果显示了在不同驱动振幅和驱动频率下 ,会激发不同

自由水表面驻波模式 ,从等高线的图像来看 ,和以往的实验结果相当吻合·　
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引　　言

Faraday[1 ]在 1831 年用不同的液体进行了一系列实验 ,将上述液体放到垂直振动的水平底

板上 ,观察到底板上液体出现短而粗的梳齿状的高、低分布的表面驻波 ,并指出这些表面波的

频率是容器垂直驱动频率的一半 ,这就是著名的 Faraday 实验·　后人将这种通过垂直激励而形

成的具有频率为底部驱动频率一半的表面水波为 Faraday 波·　随后 Matthiessen 通过实验发现

液体的振动频率与容器的驱动频率是同步的·　Rayleigh 对此问题作了更深一步的研究 ,他做了

大量的实验 ,证实了表面驻波的频率是底部垂直激励频率的一半的结论·　

1954 年 ,Benjamin 和 Ursell[2 ]从理想流体的 Euler 方程出发 ,将边界条件线性化 ,考虑了表

面张力的影响 ,在普遍的柱形容器中得到了描述自由表面运动的振幅方程 ,即 Mathieu 方程 ,并

用稳定性理论证实了 Faraday ,Rayleigh 和Matthiessen 在实验中所得出的结论在一定的条件下都

是可以出现的·　在线性理论方面 ,Benjamin 和 Ursell 给出了 Faraday 波问题较完美的解答·　从

这以后 ,对 Faraday 波问题的研究进入到非线性领域·　因为 Faraday 波的不稳定性问题是一个

经典的流体力学问题 ,通过对它的研究人们可以寻求从有序的层流运动转换到完全无序的混

沌运动的基本机理·　流动在进入混沌状态之前 ,表面波的模态竞争、波幅的变化规律、波结构

及其演变过程如何、与激励参数关系如何、在什么样的阈值下进入混沌状态等一系列问题是人

们十分关注的问题 ,是流体力学的基础性课题·　
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目前在理论方面研究无粘、不可压流体的无旋运动的 Faraday 波动力学主要有 3 种方法 ,

它们应该是等价的·　第一种方法是经典的摄动法 , 将有关的参数以小参数的形式展开 , 获得

流体自由表面的振幅方程 ;第二种方法是由 Miles[3 ]提出的基于变分原理的平均拉格朗日方

法 ,将经典水波运动方程的Lagrange 函数通过压力来表示 ,而不是经典力学中的动能与势能的

差·　第三种方法是由 Meron 和 Procaccia[4 ]提出的一种新的方法 ,是将正则理论和中心流形理

论相结合·　Larrza 和 Putterman[5 ]用多重尺度法从水波的基本方程出发 ,在狭长的矩形容器中

导出了一个带有立方项的非线性 SchrÊdinger 方程 ,得到了非传播孤立波解·　但他们没有考虑

水槽强迫振动的影响 ,虽然用了多重尺度法 ,但只是凭经验写出速度势·　周显初[6 ]用多重尺度

法对非传播孤立波做了更为严格的推导 ,并且仔细考虑了水槽强迫振动的影响和液体的表面

张力 ,得到一个类似于 Larrza 和 Putterman 的非线性 SchrÊdinger 方程·　此方程包括一个表示系

统振动激励的共轭项 ,意味着系统通过外驱动不断有能量加入 ,对Larrza 和 Putterman 的方程进

行了修正·　1984 年 ,Miles[7 ,8 ]用变分法在对狭长矩形槽中的孤立波问题做了更完善的理论分

析 ,得到一个带共轭项的非线性 SchrÊdinger 方程 ,后来被称为 Miles 方程·　为了与振动激励项

相平衡而获得稳定解 ,Miles 还引入了一个耗散项 ,从理论上较好地定性解释了非传播孤立波

的一些现象·　

图 1 　垂直振动充液圆柱

形容器的物理模型

在圆柱形容器中的驻波形成问题和在矩形容器中是有很大

的不同的 ,因为径向波自中心向外扩展 ,故它在传播时不再能维

持它的形状和振幅 ,这和槽长方向较长的矩形容器中所形成的孤

立波有明显的区别·　正是由于这些原因 ,使得圆柱形容器中的表

面波图谱有更丰富的表现形式·　鄂学全和高宇欣[9 ,10 ,11 ]对垂直

微幅振荡流体表面波的图谱进行了实验显示 ,他们改进了 Fara2
day 实验装置 ,获得了非常精美的表面波幅图谱·　

为了在非线性领域中考察规则的、不规则的或者是混沌的表

面波运动 ,Ciliberto & Gollub[12 ] 、Nayfeh[13 ] 、Feng & Sethna[14 ] 、Naga2
ta [15 ] 、Edwards & Fauve[16 ]等从实验和理论方面讨论了 Faraday 波的模式竞争和混沌行为·　Ume2

ki & Kambe[17 ]用Lagrange 方法将 Miles 方程修正到四阶 ,并且解释了一些模式竞争现象·　

本文用两变量的摄动展开法 ,在柱坐标系下导出一个类似于非线性 SchrÊdinger 方程并含

有驱动项影响的非线性自由面振幅方程 ,并对此方程在一定的频率范围内进行了数值计算 ,获

得了水表面驻波的流谱图案 ,与实验结果[9 ,10 ,11 ]符合较好·　

1 　数 学 模 型

考虑如图 1 所示的圆柱形容器中 ,盛有高度为 h 的水 ,当容器受到如图 1 所示的垂直强迫

周期性驱动时 ,液体的自由表面就会出现驻波·　Faraday 实验是盛着流体的容器整体上下垂直

振动 ,这里的模型是容器底部振动但侧壁不动 ,其周围缝隙用乳胶膜粘贴密封 ,不漏水·　容器

中的流体表面波是由流体底部激励产生的·　由于这里考虑的是理想流体 ,故壁面和流体之间

不存在剪切力 ,这种情况下 ,数学模型的建立和以往 Faraday 问题的模型是一致的·　

1. 1 　控制方程

在柱坐标系 ( r 3 ,θ, z 3 ) 下 ,以运动底部为参照系 ,将 z 3 = 0 的平面作为静自由面 ,假设
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流体是无粘、不可压且运动是无旋的 ,则存在速度势函数 <3 ( r 3 ,θ, z 3 , t 3 ) , 在忽略液体表面

张力的情况下 ,流体运动的速度势满足如下的控制方程 :

　　 52 <3

5 ( r 3 ) 2 +
1
r 3

5 <3

5 r 3 +
1

( r 3 ) 2
52 <3

5θ2 +
52 <3

5 ( z 3 ) 2 = 0

　　 - h ≤ z 3 ≤η3 ( r 3 ,θ, t 3 ) , (1)

和边界条件 :

　　5 <3

5 t 3 +
1
2

5 <3

5 r 3

2

+
1

( r 3 ) 2
5 <3

5θ
2

+
5 <3

5 z 3

2

+ ( g - z̈ 3
0 )η3 = 0

　　z 3 = η3 ( r 3 ,θ, t 3 ) , (2)

　　5η3

5 t 3 +
1

( r 3 ) 2
5 <3

5θ
5η3

5θ +
5 <3

5 r 3
5η3

5 r 3 -
5 <3

5 z 3 = 0

　　z 3 = η3 ( r 3 ,θ, t 3 ) , (3)

　　5 <3

5 r 3 = 0 　　r 3 = R 3 , (4)

　　5 <3

5 z 3 = 0 　　z 3 = - h , (5)

这里η3 ( r 3 ,θ, t 3 ) 是流体的自由面位移 , g 是重力加速度 , z 3
0 = A 3 cos (2ω3

0 t 3 ) 是垂直方向

的外驱动 , A 3 和 2ω3
0 分别是底部驱动的振幅和角频率 , z̈ 3

0 是 z 3
0 的关于时间 t 3 的二阶导数 ,

h 是水深 , R 3 是圆柱容器的内半径·　流体的相对运动可以看作容器的底部是静止的 ,而重力

加速度为 g - z̈ 3
0 ·　

1. 2 　方程的无量纲化和泰勒展开

将 (2) 、(3)两式在 z 3
0 = 0点进行泰勒展开 ,忽略4阶小量 ,且以水深 h 为长度尺度 ,将原方

程和相应的边界条件进行如下无量纲化 :

　　
z = z 3 / h , r = r 3 / h , R = R 3 / h , η = η3 / h , t = t 3 g/ h ,

< = <3 / ( h gh) , ω0 = ω3
0 h/ g , A = A 3 / h·　

(6)

则原方程转化为如下的控制方程 :

　　52 <
5 r2 +

1
r

5 <
5 r

+
1
r2

52 <
5θ2 +

52 <
5 z2 = 0 　　0 < r < R , - 1 < z < 0 , (7)

和边界条件 :

　　5 <
5 t

+
1
2

5 <
5 r

2

+
1
r2

5 <
5θ

2

+
5 <
5 z

2

+ [1 + fcos (2ω0 t) ]η+
52 <
5 t5 z

η+

　　　　
5 <
5 r

52 <
5 r5 z

+
1
r2

5 <
5θ

52 <
5θ5 z

+
5 <
5 z

52 <
5 z2 η+

1
2

53 <
5 t5 z2η

2 = 0 　　z = 0 , (8)

(其中 f = 4Aω2
0 ,假设 f 是二阶小量 ,即 f = ε2 f 0 ,ε是一个与驱动振幅有关的小参数)

　　5η
5 t

-
5 <
5 z

+
5 <
5 r

5η
5 r

+
1
r2

5 <
5θ

5η
5θ -

52 <
5 z2η+

52 <
5 r5 z

η5η
5 r

+

　　　　 1
r2

52 <
5θ5 z

η5η
5θ -

1
2

53 <
5 z3η

2 = 0 　　z = 0 , (9)

　　5 </ 5 r = 0 　　r = R , (10)

　　5 </ 5 z = 0 　　z = - 1·　 (11)
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1. 3 　两时间尺度摄动展开

引入慢变时间尺度τ,令τ = ε2 t , 则 :

　　5/ 5 t = 5/ 5 t +ε25/ 5τ+ ⋯·　 (12)

将速度势 <( r ,θ, z , t) 和自由表面η( r ,θ, t) 以小参数ε展开 :

　　
<( r ,θ, z , t ,τ) = ε<1 +ε2 <2 +ε3 <3 + ⋯,

η( r ,θ, t ,τ) = εη1 +ε2η2 +ε3η3 + ⋯·　
(13)

将 (12)～ (13)代入无量纲方程 (7)～ (11)中 ,并比较方程两边的ε的次数 ,可得ε的一次近似方

程 :

　　
52 <1

5 r2 +
1
r

5 <1

5 r
+

1
r2

52 <1

5θ2 +
52 <1

5 z2 = 0 　　0 < r < R , - 1 < z < 0 , (14)

及边界条件 :

　　5 <1/ 5 t +η1 = 0 　　　　z = 0 , (15)

　　5η1/ 5 t - 5 <1/ 5 z = 0 　　z = 0 , (16)

　　5 <1/ 5 r = 0 　　　　　　r = R , (17)

　　5 <1/ 5 z = 0 　　　　　　z = - 1·　 (18)

比较方程 (7)～ (11)两边的ε2 的次数 ,可得ε的二次近似方程 :

　　
52 <2

5 r2 +
1
r

5 <2

5 r
+

1
r2

52 <2

5θ2 +
52 <2

5 z2 = 0 　　0 < r < R , - 1 < z < 0 , (19)

和对应的边界条件 :

　　
5 <2

5 t
+η2 = -

52 <1

5 t5 z
η1 -

1
2

5 <1

5 r

2

+
1
r2

5 <1

5θ

2

+
5 <1

5 z

2

= H1 (η1 , <1)

　　z = 0 , (20)

　　
5η2

5 t
-

5 <2

5 z
= -

5 <1

5 r

5η1

5 r
-

1
r2

5 <1

5θ
5η1

5θ +
52 <1

5 z2η1 = H2 (η1 , <1)

　　z = 0 , (21)

　　5 <2/ 5 r = 0 　　r = R , (22)

　　5 <2/ 5 z = 0 　　z = - 1·　 (23)

比较方程 (7)～ (11)两边的ε3 的次数 ,可得ε的三次近似方程 :

　　
52 <3

5 r2 +
1
r

5 <3

5 r
+

1
r2

52 <3

5θ2 +
52 <3

5 z2 = 0 　　0 < r < R , - 1 < z < 0 , (24)

和相应的边界条件 :

　　
5 <3

5 t
+η3 = -

52 <2

5 t5 z
η1 -

52 <1

5 t5 z
η2 -

1
2

53 <1

5 z25 t
η2

1 -
5 <1

5τ -
5 <1

5 r

5 <2

5 r
-

　　　　
5 <1

5 r

52 <1

5 r5 z
η1 -

5 <1

5 z

5 <2

5 z
-

1
r2

5 <1

5θ
5 <2

5θ +
5 <1

5θ
52 <1

5θ5 z
η1 -

5 <1

5 z

52 <1

5 z2 η1 -

　　　　f 0η1cos (2ω0 t) = H3 (η1 , <1 ,η2 , <2) 　　z = 0 , (25)

　　
5 <3

5 z
-

5η3

5 t
= -

52 <2

5 z2 η1 -
52 <1

5 z2 η2 -
1
2

53 <1

5 z3η
2
1 +

5η1

5τ +
5η2

5 r

5 <1

5 r
+

5η1

5 r

5 <2

5 r
+

　　　　
5η1

5 r
η1

52 <1

5 r5 z
+

1
r2

5η1

5θ
5 <2

5θ +
5η2

5θ
5 <1

5θ +
5η1

5θ
52 <1

5θ5 z
η1 =
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　　　　H4 (η1 , <1 ,η2 , <2) 　　z = 0 , (26)

　　
5 <3

5 r
= 0 　　r = R , (27)

　　
5 <3

5 z
= 0 　　z = - 1·　 (28)

2 　方程的求解以及振幅方程的推导

2. 1 　一阶方程的求解

由 (15) 、(16)消去η1 得 :

　　
5 <1

5 z
+

52 <1

5 t2 = 0 　　z = 0·　 (29)

令 <1 = (Φ1 ( r , z ,τ) eiΩt +珚Φ1 ( r , z ,τ) e - iΩt) cos mθ,其中珚Φ1 为Φ1 的复共轭 ,i 是虚数单位·　将

<1 代入方程 (14) ～ (18) ,并利用 (29) ,则Φ1 满足下列方程 :

　　
52Φ1

5 r2 +
1
r

5Φ1

5 r
-

m2

r2 Φ1 +
52Φ1

5 z2 = 0 　　0 < r < R , - 1 < z < 0 , (30)

和边界条件 :

　　
5Φ1

5 z
- Ω2Φ1 = 0 　　z = 0 , (31)

　　
5Φ1

5 r
= 0 　　　　　 r = R , (32)

　　
5Φ1

5 z
= 0 　　　　　 z = - 1·　 (33)

令 : Φ1 = p (τ) R ( r) Z ( z) ,将Φ1 代入 (30) ～ (33) , 用分离变量法 ,得 :

　　 <1 = J m (λr) cosh[λ( z + 1) ][ p (τ) eiΩt +珋p (τ) e - iΩt ]cos mθ, (34)

　　η1 = - iΩJ m (λr) coshλ[ p (τ) eiΩt - 珋p (τ) e - iΩt ]cos mθ, (35)

其中λ=λmn 为m 阶的第一类Bessel函数J m ( r) 满足方程
dJ m (λmnr)

d r r = R
= 0时的第 n个零点 ,

p (τ) 表示慢变复振幅·　将 (34)代入 (31)得色散关系 :

　　Ω2 = λmntanhλmn = Ω2
mn·　 (36)

上式中Ωmn 称为水表面波的自然频率·　

2. 2 　二阶方程的求解

由 (20) 、(21)两式消去η2 , 可得 :

　　
52 <2

5 t2 +
5 <2

5 z
=

5 H2 (η1 , <1)

5 t
- H1 (η1 , <1) = -

53 <1

5 t25 z
η1 -

52 <1

5 t5 z

5η1

5 t
-

　　　　
5 <1

5 r

52 <1

5 r5 t
+

1
r2

5 <1

5θ
52 <1

5θ5 t
+

5 <1

5 z

52 <1

5 z5 t
+

　　　　
5 <1

5 r

5η1

5 r
+

1
r2

5 <1

5θ
5η1

5θ -
52 <1

5 z2η1 　　z = 0·　 (37)

将 (34) 、(35)代入 (37)中有 :

　　
52 <2

5 t2 +
5 <2

5 z
= [ W1 ( r) + W2 ( r) cos2 mθ][ p2 (τ) e2iΩt - 珋p2 (τ) e - 2iΩt ]
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　　z = 0 , (38)

其中 :

　　

W2 ( r) =
1
2

iΩλJ2
m (λr) [λ - Ω2sinh (2λ) ] +

　　iΩλ[1 + cosh (2λ) ]J m +1 (λr)
m
r

J m (λr) -
1
2
λJ m +1 (λr) ,

W1 ( r) = W2 ( r) -
iΩm2

r2 J 2
m (λr) [1 + cosh (2λ) ]·　

(39)

令 　　　 <2 = Bm , G
l
( r , z) cos2 mθ[ p2 (τ) e2iΩt - 珋p2 (τ) e - 2iΩt ] , (40)

将 (40)代入 (19)～ (23)和 (38)中 ,可得 Bm , G
l
( r , z) 满足方程 :

　　52 B
5 r2 +

1
r

5 B
5 r

-
4 m2

r2 B +
52 B
5 z2 = 0 　　0 < r < R , - 1 < z < 0 , (41)

和边界条件 :

　　5 B
5 z

- 4Ω2 B = Gl ( r) 　　z = 0 , (42)

　　5 B
5 r

= 0 　　　　　 r = R , (43)

　　5 B
5 z

= 0 　　　　　 z = - 1·　 (44)

由 (41)式 ,令 Bm , G
l
( r , z) 满足如下的 Bessel 函数展开 :

　　Bm , G
l
( r , z) = 6

∞

k = 1
dkcosh[λ(2 m) k ( z + 1) ]J 2 m (λ(2 m) kr) , (45)

将 (45)代入 (42)～ (44)式有 :

　　 6
∞

k = 1

dkcosh[λ(2 m) k ][λ(2 m) ktanh (λ(2 m) k) - 4Ω2 ]J2 m (λ(2 m) kr) = Gl ( r) , (46)

令

　　

Ω2
(2 m) k = λ(2 m) ktnak (λ(2 m) k) , Δ(2 m) k = Ω2

(2 m) k - 4Ω2 ,

N (2 m) k =∫
R

0
rJ 2

2 m (λ(2 m) kr) d r =
( R2λ2

(2 m) k - 4 m2)J 2
2 m (λ(2 m) kR)

2λ2
(2 m) k

,
(47)

则系数 dk 可以表示为 :

　　 dk =
∫

R

0
Gl ( r)J2 m (λ(2 m) kr) rd r

Δ(2 m) kcosh (λ(2 m) k) N (2 m) k
=

　　　　　
2λ2

(2 m) k∫
R

0
Gl ( r)J2 m (λ(2 m) kr) rd r

Δ(2 m) kcosh (λ(2 m) k) ( R2λ2
(2 m) k - 4 m2)J 2

2 m (λ(2 m) kR)
·　 (48)

由 (40)易得二阶解 <2 ( r ,θ, z , t ,τ) 的表达式为 :

　　 <2 = [ B0 , W
1
( r , z) + Bm , W

2
( r , z) cos2 mθ][ p2 (τ) e2iΩt - 珋p2e - 2iΩt ] , (49)

其中 :
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B0 , W1
( r , z) = 6

∞

k = 1
dk ,0cosh[λ(0) k ( z + 1) ]J0 (λ(0) kr) ,

dk ,0 =
2λ2

(0) k∫
R

0
W1 ( r)J0 (λ(0) kr) rd r

Δ(0) kcosh (λ(0) k) R2λ2
(0) kJ

2
0 (λ(0) kR)

,

Bm , W2
( r , z) = 6

∞

k =1

dk , mcosh[λ(2 m) k ( z + 1) ]J (2 m) (λ(2 m) kr) ,

dk , m =
2λ2

(2 m) k∫
R

0
W2 ( r)J 2 m (λ(2 m) kr) rd r

Δ(2 m) kcosh (λ(2 m) k) ( R2λ2
(2 m) k - 4 m2)J 2

2 m (λ(2 m) kR)
·　

(50)

由 (20)可知η2 的表达式为 :

　　η2 = [ p2 (τ) e2iΩt +珋p2 (τ) e - 2iΩt ][ ( K1 ( r) + K3 ( r) + K2 ( r) -

　　　　2iΩB0 , W
1
( r ,0) ) + ( - K1 ( r) + K2 ( r) - 2iΩBm , W

2
( r ,0) ) cos2 mθ] +

　　　　2 | p (τ) | 2[ ( - K1 ( r) + K3 ( r) + K2 ( r) ) + ( - K1 ( r) + K2 ( r) cos2 mθ) ] , (51)

其中 :

　　

K1 ( r) = -
1
4
Ω2λJ 2

m (λr) sinh (2λ) ,

K2 ( r) =
mλ
4 r

J m (λr)J m +1 (λr) [1 + cosh (2λ) ] -

　　
λ2

8
J 2

m +1 (λr) [1 + cosh (2λ) ] -
λ2

8
J2

m (λr) [cosh (2λ) - 1 ]·　

(52)

为了方便起见 ,令 :

　　

X1 ( r , z) = B0 , W1
( r , z) ,

Y1 ( r) = K1 ( r) + K3 ( r) + K2 ( r) - 2iΩB0 , W
1
( r ,0) ,

X2 ( r , z) = Bm , W
2
( r , z) , Y2 ( r) = K1 ( r) + K2 ( r) - 2iΩBm , W

2
( r ,0) ,

Z1 ( r) = - K1 ( r) + K3 ( r) + K2 ( r) , Z2 ( r) = - K1 ( r) + K2 ( r) ,

(53)

则 <2 ( r ,θ, z , t ,τ) 和η2 ( r ,θ, t ,τ) 可以表示为 :

　　 <2 = [ X1 ( r , z) + X2 ( r , z) cos2 mθ][ p2 (τ) e2iΩt - 珋p2 (τ) e - 2iΩt ] , (54)

　　η2 = [ Y1 ( r) + Y2 ( r) cos2 mθ][ p2 (τ) e2iΩt +珋p2 (τ) e - 2iΩt ] +

　　　　2 | p (τ) | 2[ Z1 ( r) + Z2 ( r) cos2 mθ]·　 (55)

到目前为止 ,还不能确定振幅 p (τ) , 故需进一步讨论三阶解的相容性条件·　

2. 3 　三阶方程的相容性条件及振幅方程的推导

令 　ω0 - Ω = ε2σ　　(其中σ是一常数) , (56)

式 (56)表明所研究的表面波是 Faraday 波的亚谐共振 ,将一阶解和二阶解的表达式 (34) ～ (35)

和 (54)～ (55)代入 3 阶解满足的边界条件 (25) ～ (28) ,得到关于式 52 <3/ 5 t2 + 5 <3/ 5 z 中含有

一阶解因子 cos ( mθ) exp (iΩt) 或 cos ( mθ) exp ( - iΩt) 的项 ,经计算含有这些项的表达式为 :

　　cos ( mθ) G1 ( r) p2 (τ)珋p (τ) - G2 ( r)
d p (τ)

dτ + G3 ( r) e2iστ珋p (τ) eiΩt +

　　　　cos ( mθ) G1 ( r)珋p2 (τ) p (τ) + G2 ( r)
d珋p (τ)

dτ + G3 ( r) e - 2iστp (τ) e - iΩt , (57)

其中 G1 ( r) , G2 ( r) , G3 ( r) 表示为 :
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　　G1 ( r) = J m (λr) (iΩ) [2Ω2cosh (λ) - λsinh (λ) ]
5 X1 ( r , z)

5 z z =0
+

　　　　
1
2

5 X2 ( r , z)

5 z z =0
- (iΩ)J m (λr) cosh (λ)

52 X1 ( r , z)

5 z2
z = 0

+

　　　　
1
2

52 X2 ( r , z)

5 z2
z =0

- λ2J m (λr) cosh (λ) Y1 ( r ,0) +
1
2

Y2 ( r ,0) +

　　　　2 Z1 ( r) + Z2 ( r) +
m2

r2 J m (λr) cosh (λ) ( Y2 ( r) + 2 Z2 ( r) ) +

　　　　cosh (λ)
m
r

J m (λr) - λJ m +1 (λr)
5 Y1 ( r , z)

5 r z = 0
+

　　　　
1
2

5 Y2 ( r , z)

5 r z = 0
+ 2

5 Z1 ( r)

5 r
+

5 Z2 ( r)

5 r
+

　　　　J m (λr) sinh (λ)λΩ2 - Y1 ( r) -
1
2

Y2 ( r) + 2 Z1 ( r) + Z2 ( r) +

　　　　 9
32
Ω2λ2J 3

m (λr) [Ω2 (3cosh (λ) + cosh (3λ) ) - λ(sinh (3λ) + sinh (λ) ) ] , (58a)

　　G2 ( r) = 2iΩJ m (λr) cosh (λ) , G3 ( r) =
Ω2

2
f 0J m (λr) cosh (λ)·　 (58b ,c)

假设满足三阶解中含有 (57)式因子的特解具有形式 :

　　ψ3 ( r , z) cos ( mθ) eiΩt , 或ψ3 ( r , z) cos ( mθ) e - iΩt , (59)

则ψ3 ( r , z) 满足如下的方程 :

　　
52ψ3

5 r2 +
1
r

5ψ3

5 r
-

m2

r2ψ3 +
52ψ3

5 z2 = 0 　　0 < r < R , - 1 < z < 0 , (60)

和边界条件 :

　　5ψ3/ 5 z - Ω2ψ3 = E( r) 　　z = 0 , (61)

　　5ψ3/ 5 r = 0 　　 r = R , (62)

　　5ψ3/ 5 z = 0 　　 z = - 1·　 (63)

其中 E( r) 代表 (57) 中含有项 cos ( mθ) exp (iΩt) 或 cos ( mθ) exp ( - iΩt) 的系数 ,即 :

　　G1 ( r) p2 (τ)珋p (τ) - G2 ( r)
d p (τ)

dτ + G3 ( r) e2iστ珋p (τ)

或 　　　G1 ( r)珋p2 (τ) p (τ) + G2 ( r)
d珋p (τ)

dτ + G3 ( r) e2iστp (τ)·　

将 (60)乘以Φ1 减去 (30) 乘以ψ3 , 用边界条件 (31)～ (33)以及 (61)～ (63) ,得三阶解满足的相

容性条件 ,即 :

　　∫
R

0
J m (λr) E( r) rd r = 0·　 (64)

将 (57)～ (58)代入 (64)式 ,得到自由面的振幅方程 :

　　d p (τ)
dτ =

α
βp2 (τ)珋p (τ) +

γ
βe2iστ珋p (τ) , (65)

其中

　　α =∫
R

0
J m (λr) G1 ( r) rd r , β =∫

R

0
J m (λr) G2 ( r) rd r , γ =∫

R

0
J m (λr) G3 ( r) rd r·　 (66)

由于我们没有引入空间慢变尺度 ,非线性振幅方程 (65) 和以往的非线性 SchrÊdinger 方程
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相比 ,不包含空间慢变尺度的二阶导数项和耗散项·　将振幅方程 (65) 的未知函数和系数的实

部与虚部分开 ,可得如下的非线性常微分方程组 :

d p1 (τ)

dτ = M1 p2 (τ) [ p2
1 (τ) + p2

2 (τ) ] + M2 [ p1 (τ) sin (2στ) - p2 (τ) cos (2στ) ] , (67)

d p2 (τ)

dτ = - M1 p1 (τ) [ p2
1 (τ) + p2

2 (τ) ] - M2[ p1 (τ) cos (2στ) + p2 (τ) sin (2στ) ]·　 (68)

其中 　　M1 =
∫

R

0
J m (λr) G1 ( r) rd r

2Ωcosh (λ)∫
R

0
J 2

m (λr) rd r
, M2 =

Ω
4

f 0·　 (69)

3 　计 算 结 果

为了和已有的实验[9 ,10 ,11 ]相比来描述自由表面波的各种模态随驱动振幅和频率的变化规

律 ,本文对振幅方程 (67) ～ (68) 进行了数值计算·　在求解一阶非线性常微分方程组 (67) ～

(68)时采用全区间积分的定步长四阶 Runge- Kutta 法 ,初始条件的给定近似地与自由面波高的

量阶一致·　为了和实验进行比较 ,参数的选择近似地与实验中的实际参数相符合·　如容器的

半径 R 3 为 7. 5 cm ,水深为 1. 0 cm ,底部驱动的振幅为 0. 114 mm～0. 414 mm ,驱动频率为 10 Hz

～52 Hz·　因为我们所考虑的驻波模式的频率近似地等于底部驱动频率的一半 , 而驻波模式

的频率又满足色散关系 (36) ,因此当容器的半径和液体的深度给定时 ,模式的选择主要由底部

的驱动频率来决定 (液体表面张力和粘性的影响本文不予考虑)·　

　　图 2 　(8 ,4)模式的理论等高线图 图 3 　(8 ,4)模式的实验等高线图

　　图 2 是底部驱动频率为 16. 71 Hz ,驱动振幅为 0. 148 mm 的 (8 ,4) 模式的自由面位移二阶

解η =εη1 +ε2η2 的等高线图 ,其中 ( m , n) 模式是指沿圆周有 m 个波峰 ,沿半径方向有 n 个零

点·　图 3 是对应模式的实验照片的等高线图·　图中等高线的实线表示此时的自由面位置高出

静水面 ,虚线表示自由面的位置低于静水面·　(下列各等高线图的实线和虚线的意义和上述相

同)通过对两个图形的比较 ,可以看出沿圆周方向共有 16 瓣 ,沿直径方向有 4 个节圆 ,体现了
(8 ,4)模式的特点 ,但图 2 和图 3 的驱动频率有较大的差别 ,图 3 的驱动频率为 50 Hz·　

图 4 是底部驱动频率为 19. 66 Hz ,驱动振幅为 0. 114 mm 的 (9 ,6) 模式的自由面位移二阶

解η =εη1 +ε2η2 的等高线图 ,图 5 是相同条件下的实验照片 ,但底部驱动频率是 52 Hz·　通过

对两个图形的对比 ,可以看出沿圆周方向共有 18 瓣 ,沿直径方向有 6 个节圆 ,体现了 (9 ,6) 模

式的特点·　
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造成理论和实验的驱动频率有较大差别的原因可能是粘性的影响·　流体和壁面之间阻尼

会使表面波衰减 ,要形成稳定的驻波 ,需要更大的驱动频率·　此外 ,由于本文所研究对象的尺

度较小 ,故液体的表面张力及其它的物理机制如接触线的影响等都会对表面波模式的选择有

一定的作用·　

在理想流体中 ,当容器的尺度比较大 ,水深相对较浅 ,驱动的频率不是很大时 ,就会出现比

较复杂的驻波模式 ,这和粘性比较大的液体在高频驱动下才能出现复杂的驻波模式有较大的

区别·　尽管数学模型的建立与实验有所差别[9～11 ] ,但计算的结果可以解释许多实验中所观察

到的物理现象·　

　　图 4 　(9 ,6)模式的理论等高线图 图 5 　(9 ,6)模式的实验等高线图

　　　图 6 　(5 ,5)模式一阶理论等高线图 　　　　　　图 7 　(5 ,5)模式二阶理论等高线图

　　为了更清楚地描述此物理现象 ,本文还给出了一个 (5 ,5) 模式的算例 ,此时的驱动振幅为

0. 314 mm ,驱动的频率为 16. 45 Hz·　图 6 和图 7 分别是一阶近似εη1和二阶近似ε2η2 的自由面

等高线·　

图 8 是 (5 ,5)模式自由面位移二阶解η = εη1 +ε2η2 的等高线图 ,从图中可以看出二阶解

的非线性效应比较大·　图 9 是图 8 的三维表面图·　以上各图的计算结果都是在某一时刻得到

的 ,不同的时刻会出现不同的等高线图和三维表面图 ,但图形的大致模式是一致的 ,只是波峰

和波谷随时间会发生变化·　文中所有的等高线图的波峰和波谷是交替出现的 ,图中任意闭合

实线表示波峰 ,虚线表示波谷·　
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　　图 8 　(5 ,5)模式一阶和二阶的累加 　　　　　　图 9 　(5 ,5)模式对应于图 8 的三维

理论等高线图 表面图

4 　结　　论

综上所述 ,可以得到如下的结论 :

1) 在圆柱形容器中 ,用多尺度法从无粘、不可压流体的无旋运动水波动力学方程导出了

类似于非线性 SchrÊdinger 方程的含有驱动项影响的非线性复系数常微分方程·　进一步丰富了

非线性 SchrÊdinger 方程在不同坐标系下的表现形式·　

2) 通过对振幅方程 (67)～ (68)进行数值计算 ,在一定的频率范围内获得了水表面驻波的

流谱图案·　理论计算结果和实验[9～11 ]进行了比较 ,符合较好·　如模式的选择取决于容器的尺

度、水深、底部的驱动参数、液体的表面张力以及液体的粘性等因素·　

3) 在忽略了粘性影响的情况下 ,驱动频率不是很大时就会出现相对于粘性比较大的液体

在高频驱动下才能出现的复杂的驻波模式·　由于实验的驱动容器的侧壁是不动的 ,只是底部

在振动 ,故流体的粘性将起非常重要的作用·　

4) 由 Mathieu 方程的稳定性 ,自由面驻波的频率除了 1/ 2 的底部驱动频率之外 ,还有各种

亚谐波和超谐波 ,实验的结果是这些各类谐波的叠加 ,而本文的计算是严格意义下的 1/ 2 底部

驱动频率的 Faraday 波 ,这也是造成理论和实验有一定差别的原因·　

液体表面张力和粘性对模式选择的影响将在今后的文章中继续发表·　

致谢　本文在数学处理方面得到中国科学院力学研究所周显初研究员的关心和帮助 ,在
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No nli ne a r Fa ra day Waves i n a Pa ra me t rically Exci t e d

Ci rc ula r Cyli n drical Co nt ai ne r

J IAN Yong- jun1 ,2 , 　E Xue- quan1 , 　BAI Wei1

(1. Depa rtment of Engi neeri ng Science , Instit ute of Mecha nics ,

Chi nese Academy of Sciences , Beiji ng 100080 , P. R. Chi na ;

2. Fi rst Instit ute of Ocea nography , State Ocea nic Admi nist ration ,

Qi ngdao , Sha ngdong 266061 , P. R. Chi na)

Abs t ract : In the cylindrical coordinate system ,a singular perturbation theory of multiple- scale asymp2
totic expansions was developed to study single standing water wave mode by solving potential equa2
tions of water waves in a rigid circular cylinder , which is subject to a vertical oscillation. It is assumed

that the fluid in the circular cylindrical vessel is inviscid ,incompressible and the motion is irrotational ,

a nonlinear amplitude equation with cubic and vertically excited terms of the vessel was derived by ex2
pansion of two- time scales without considering the effect of surface tension. It is shown by numerical

computation that different free surface standing wave patterns will be formed in different excited fre2
quencies and amplitudes . The contours of free surface waves are agreed well with the experimental re2
sults which were carried out several years ago.

Key words : vertically forced oscillation ; nonlinear ; Faraday wave ; singular perturbation expansion ;

amplitude equation
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