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二维抛物化稳定性方程的特征和次特征
Ξ

李明军　高　智
(中国科学院力学研究所　北京　100080)

摘要 :特征分析表明 :对原始扰动量的抛物化稳定性方程组 ( PSE) ,它在亚、超音速区分别具有椭圆

和抛物特性 ,给出 PSE特征对马赫数的依赖关系 ,阐明 PSE仅把信息对流2扩散传播特性抛物化 ,

而保留了信息对流2扰动传播特性 ,因此 PSE应称为扩散抛物化稳定性方程 (DPSE)
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1　引　言

Herbert [1 ,2 ]抛物化稳定性方程 ( PSE)理论在流

体运动稳定性计算中得到越来越多的应用。该理论

把扰动诸变量表示为快变波状分量和缓变形状函数

的乘积 ,并对微分运算 5 n

5 x n → ( iα+
5

5 x
) n作抛物化

近似 5 n

5 x n →( iα) n + n ( iα) ( n - 1) 5
5 x

,于是得到形状诸

函数满足的抛物化稳定性方程组 (PSE) 。PSE可用

空间推进方法求解 ,计算维数减少一维 ,经济有效 ,

然而 , 当推进步长小时 ,PSE 出现数值不稳定现

象[3 ,5 ] ,说明 PSE并非真正的抛物形方程。文 [ 4 ,5 ]

关于 PS的特征分析表明 :当5 u′
5 x
和5 p′

5 x
的系数的实

部 (这里 u′, p′为扰动量 , x 为主流方向) 以及波状

分量 exp ( iαx ) 中α的实部不等于零时有复特征根 ,

说明 PSE具有椭圆特性 ,但文 [4 ,5 ]没有给出 PSE

特征与马赫数的关系。近来文 [6 ] 从强粘性扰动流

的分析出发 ,给出原始扰动量 u′, v′,ρ′和 p′等满足

的扩散抛物化稳定性方程组 (DPSE) ,若进一步把扰

动诸量表示为波状和形状函数的乘积 ,DSPE简化

为文[ 1 ,2 ] 形状函数满足的 PSE。因此 PSE特征分

析应是 DSPE特征分析的特例。

本文采用文[7 ] 关于扩散抛物化 NS方程组的

特征次特征理论来分析扩散抛物化稳定性方程组

(DPSE) 的特征和次特征 ,表明 DPSE在亚、超声速

区分别具有椭圆和抛物特性。

2　稳定性方程组及其扩散抛物化
方程组

211　二维可压线化稳定性方程组

考虑主流形式为 (U (x ,y ,t) ,0 , T(x ,y ,t) ,�ρ(x ,

y ,t) 的二维可压缩边界层的稳定性问题 ,设线性化

扰动为 (u ,v ,θ,ρ) ,总流场的速度、温度和密度记为

�U = U + u , �V = v ,�T = T +θ,�ρ = �ρ +ρ

假设总流场满足流体力学基本方程 (即文献[ 7 ]

的 (1) ～ (5) ) ,利用状态方程消去压力 p ,并减去主

流所满足的流体力学基本方程组 ,再作线化处理 ,即

可得到二维可压缩线化稳定性方程组

U
5ρ
5 x

+ �ρ5 u
5 x

+ �ρ5 v
5 y

= F1 (1)
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T
(ρ+ �ρ)

5ρ
5 x

+ U
5 u
5 x

-
4μ

3 (ρ+ �ρ) Re
52 u
5 x 2 +

2μ
3 (ρ+ �ρ) Re

52 v
5 x5 y

+
5θ
5 x

-

μ
(ρ+ �ρRe

52 v
5 y5 x

-
μ

(ρ+ �ρ) Re
52 u
5 y2 = F2 (2)

-
μ

(ρ+ �ρ) Re
52 u

5 x5 y
+ U

5 v
5 x

-
μ

(ρ+ �ρ) Re
52 v
5 x 2 +

2μ
3 (ρ+ �ρ) Re

52 u
5 y5 x

+
T

(ρ+ �ρ)
5ρ
5 y

-

+
5θ
5 y

= F3
4μ

3 (ρ+ �ρ) Re
52 v
5 y2 (3)

- θU
5ρ
5 x

+ ( Cp - 1) �ρU
5θ
5 x

-
Cpμ

p rRe
52θ
5 x 2 -

Cpμ
PrRe

52θ
5 y2 = F4 (4)

其中 U , u , v用 Ue归一化 , x , y用边界长度 L 归一

化 , T ,θ和 Cp用气体常数 R归一化 ,ρ和μ分别用ρe

和μe 归一化 , Re =
ρeUeL
μe
为雷数数。F1 , F2 , F3 和

F4表示关于
5

5 x
,

5
5 y
以外的其它项。

212　扩散抛物化稳定性方程组 (DPSE)

根据文[6 ]对线化稳定性方程组的扩散抛物化

处理 ,或把文 [1 ,2 ] 对形状函数稳定性方程的抛物

化处理返回到原始扰动量形式 ,即在线化稳定性方

程组 (1) ～ (4) 中略去对 x求偏导数的粘性诸项后 ,

得到扩散抛物化稳定性方程为

U
5ρ
5 x

+ �ρ5 u
5 x

+ �ρ5 v
5 y

= F1 (5)

T
(ρ+ �ρ)

5ρ
5 x

+ U
5 u
5 x

+
5θ
5 x

-
μ

(ρ+ �ρ) Re
52 u
5 y2 = F2

(6)

U
5 v
5 x

+
T

(ρ+ �ρ)
5ρ
5 y

-
4μ

3 (ρ+ �ρ) Re
52 v
5 y2 +

5θ
5 y

= F3

(7)

- θU
5ρ
5 x

+ ( Cp - 1) �ρU
5θ
5 x

-
Cpμ

PrRe
52θ
5 y2 = F4 (8)

3　DPSE的特征分析

311　扩散抛物化稳定性方程组

根据文[7 ]的理论分析 ,信息在流场中的传播

主要有两个途径 ,一是对流 2扩散传播 ,一是对流 2
扰动传播 ,前一个传播特性由流体运动方程 (包括二

阶粘性项) 或其简化方程组的特征 (称为主特征) 所

确定 ,后一个传播特性由流体运动方程组或其简化

方程组丢掉所有粘性项得到的微分方程组的特征

(称为次特征) 所确定。为了求得扩散抛物化性方程

组 (5) ～ (8) 的主特征 ,我们把它们转换为关于

Z = (ρ, u ,
5 u
5 y

, v ,
5 v
5 y

,θ,
5θ
5 y

) (9)

的联立一价拟线性偏微分方程

A
5 Z
5 x

+ B
5 Z
5 y

= F (10)

其中 Z和 F是 7维列向量 , A和B为 7 ×7阶矩阵 ,

特征方程为

det (σ1 aij +σ2 bij) = 0 (11)

其中

det (σ1 aij +σ2 bij) =

Uσ1 �ρσ1 0 �ρσ2 0 0 0

T
ρ+ �ρσ1 Uσ1

- μ
(ρ+ �ρ) Re

0 0 σ1 0

T
(ρ+ �ρ)σ2 0 0 Uσ1

- 4μ
3 (ρ+ �ρ) Re

σ2 σ2 0

-θUσ1 0 0 0 0 �ρU (Cp - 1)σ1
- Cpu
Pr Re
σ2

0 σ1 0 0 0 0 0

0 0 0 σ1 0 0 0

0 0 0 0 0 σ1 0

= (U2 -
�ρT

(ρ+ �ρ) Re
)

4Cpμ
2

3Pr (ρ+ �ρ) Re2σ
5
1σ

2
2

求得主特征值为
σ5

1 = 0 ,σ2
2 = 0 (12)

主特征全为零 ,说明扩散抛物化稳定性方程组 (5)

～ (8) 为抛物型。

通过类似的数学处理 ,不难证明线化稳定性方

程组 (1) 2(4) 的主特征为

σ4
1 = 0 ,λ5 ,6 =±i ,λ7 ,8 =±i ,λ9 ,10 =±i

(13)
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这里λ = -
σ1

σ2
,六个虚特征表明线化稳定方程组 (1)

～ (4) 为椭圆型。

312　稳定性方程组 (5) 2(8) 的次特征

将二维可压稳定性方程组 (5) ～ (8) 的粘性项

全部去掉 ,得到如下次特征方程组

U
5ρ
5 x

+ �ρ5 u
5 x

+ �ρ5 v
5 y

= F1 (14)

T
(ρ+ �ρ)

5ρ
5 x

+ U
5 u
5 x

+
5θ
5 x

= F2 (15)

U
5 v
5 x

+
T

(ρ+ �ρ)
5ρ
5 y

+
5θ
5 y

= F3 (16)

- θU
5ρ
5 x

+ ( Cp - 1) �ρU
5θ
5 x

= F4 (17)

为了求得方程组 (14) ～ (17) 的特征 ,采用与上面相

同的处理 ,把它们转换为关于 Z = (ρ, u , v ,
5 v
5 y

,θ)

的联立一阶拟线性偏微分方程组

A
5 Z
5 x

+ B
5 Z
5 y

= F (18)

该方程组的特征方程为

det (σ1 aij +σ2 bij) =

Uσ1 �ρσ1 �ρσ2 0

T
�ρσ1 Uσ1 0 σ1

T
�ρσ2 0 Uσ1 σ2

- TUσ1 0 0 �ρU ( Cp - 1)σ1

=

�ρ2 U 2 ( Cp - 1)σ2
1 [ ( U 2 -

TCp

Cp - 1
)σ2

1 -
TCp

Cp - 1
σ2

2 ] = 0 (19)

其中 　
TCp

Cp - 1
= a2 , a为声速 ,由 (19) 求得

σ2
1 = 0 ,λ3 =

1

M 2
U - 1

,λ4 = -
1

M 2
U - 1

(20)

其中λ = -
σ1

σ2
, M U =

U
a

,二维可压扩散抛物化稳定

性方程组的次特征与主流方向的马赫数 M U 有关。

当 M u > 1时 ,次特征为零和实特征 ,当 M U < 1时 ,

次特征为虚特征。

4　结 　论
1) 　二维可压线化扩散抛物化稳定性方程组的特

征分析表明 , M U > 1时 ,它为抛物 2双曲型 ,即“抛

物化”的简化处理只把信息对流 2扩散传播抛物化
了 ,而信息对流 2扰动传播特性仍得到保留 ,因此抛

物化的称呼并不能正确反映线化稳定性方程组的特

性 , 正确的称呼应是扩散抛物化稳定性方程组

(DPSE) 。

2) 　线化 DPSE特征与扰动马赫数 u/ a和 v/ a无

关 ,而仅与未扰流马赫数 M U有关 ,这是线化小扰动

u , v ν U 造成的结果。

3) 文[4 ,5 ]关于稳定性方程组特征分析的椭圆型结

论 ,相当于本文 M U < 1时的部分结论。

4) 　由于扩散抛物化稳定性方程组在 M U > 1时为

抛物 2双曲型 ,空间推进求解适定 ,计算维数减少一

维 ,经济有效 ; M U < 1 时为椭圆型 ,然而由次特征

方程 (14) ～ (17) 知道只要合理处理5 u
5 x
即可排除椭

圆特性 ,使空间推进求解适定。

5) 　求解原始扰动量形式的稳定性方程组是流动

稳定性计算的一个主要方向。求解扩散抛物化稳定

性方程组勿需规定下游边界条件 ,因此解决了在下

游边界设置扰动量边界条件的难题 ,对流动稳定性

计算十分有用。
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Characteristics and Sub2characteristic of
Two Dimensional Parabolized Stability Equation

L i M i ngj un 　Gao Zhi
( Institute of Mechanics , Academia Sinica , Beijing , 100080)

Abstract : In this paper , characteristics analysis shows that there exist ellipticity and paraboloid for parabolized

stability equations ( PSE) of original disturbance variables respectively in the subsonic and supersonic fields. The

dependence of PSE characteristics on Mach number is given also. It is implied that the characteristics of convec2
tion2diffusion of information is parabolized , otherwise convection2disturbances of information is remained. For

this reason , PSE should be called diffusion parabolized stability equations (DPSE) .

Keywords : dif f usion parabolized stability equations (DPSE) , com pressible f lows , characteristic , sub2charac2
teristic.

Seismic Behavior of Multiple Tuned Mass Dampers
based on Control of the Acceleration Response

L i u Yanxia1　L i Chunxiang2　W ang Zhaom i n1

(School of Civil Engineering , Tongji University , Shanghai 200092) 1

(School of Civil Engineering and Mechanics , Shanghai Jiaotong University , Shanghai 200030) 2

Abstract : Seismic behavior of multiple tuned mass dampers (M TMD) consisting of many tuned mass dampers

( TMDs) is studied in the present paper. Each damper keeps their stiffness and damping constant and the system

has a linear dist ribution of natural f requencies. Based on both the pseudo2excitation approach and the Kanai2Taji2
mi and Clough2Penzien Spectrums , the acceleration transfer function for the st ructure with M TMD are formulat2
ed. The explicit expression for the acceleration dynamic magnification factor of the st ructure with M TMD , de2
noted by ADMF , is then derived. The criterion for the optimum searching is the minimization of the minimum

values of the maximum acceleration dynamic magnification factors [ i. e. Min. Min. Ma x. ADMF ] . Through the

optimum searching , the optimum frequency spacing , average damping ratio , tuning frequency ratio and corre2
sponding index representing the control effectiveness may be found. Take different ratio between the st ructural

f requency in the mode to be mitigated and the dominant ground frequencies , research is carried out regarding the

influence of the dominant ground frequencies on the M TMD optimum parameters and its effectiveness.

Keywords : vibration cont rol , m ulti ple t uned m ass dam pers (M TMD) , M i n . M i n . M ax . ADMF , opti m um

parameters , cont rol ef f ectiveness i ndex , dom i nant ground f requencies .

An Experiment Study on Dynamic Fracture Toughness and
Damage Expansion for Composite Laminates

Han S hengliang1　L i X uz hi2　Y u L iang1　Han Xiaopi ng2
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Abstract : The combined effect of temperature and strain rate of the mechanical properties for composite lami2
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