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摘要 在化学反应流的概率密度函数 方法中
,

对流项和化学反应项都是封闭的
,

但分子扩散项必须模

拟 现有的分子扩散模型都是唯象的
,

需要引入外加参数
,

并难以通过一些基本物理过程的检验 本文发展了

随机映射逼近
,

方法
,

解析地从控制方程导出一个封闭的分子扩散模

型 该方法考虑两点联合概率密度函数方程
,

引入空间特征尺度
,

因此解决了以往映射封闭方法中分子扩散速

率无法确定的问题 数值模拟表明该方法能用于预测标量扩散的速度
,

以及概率密度函数和条件平均扩散等统

计量
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,
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引 言

湍流化学反应流包含 个基本的物理过程 对

流
、

化学反应和分子扩散 概率密度函数方法可以准

确地处理对流和化学反应过程
,

但必须模拟分子扩散

效应 现有的分子扩散模型
,

包括线性确定性模型
、

颗

粒相互作用模型和朗之万方程模型都是唯象模型
,

不能直接从控制方程导出【‘一 更重要的是
,

这些模

型不能通过一些基本的物理过程的检验 例如
,

线性

确定性模型不能描述从初始非高斯分布到高斯分布

的弛豫过程 最近发展的映射封闭

方法 【一 从控制方程出发解析地导出一个分子扩散

模型 该模型能够描述扩散过程中从非高斯到高斯

的弛豫过程 但该模型存在两个重要缺陷 不能

描述非对称双脉冲分布的弛豫过程 不能给出弛

豫过程的时间尺度 第 个问题可以通过引入高阶

项的随机映射逼近 即 砒
,

方法来解决 本文将发展基于两点联合概

率密度函数的随机映射逼近 方法来解决第

个问题

概率密度函数方法可 以准确地处理化学反应

项
,

故本文略去化学反应项
,

只研究二维均匀各向

同性湍流场中被动标量 试二 ,

的扩散

理
,

试二 ,

的概率密度函数 叭 的输运方程为

。

箭 命
、 ,‘ 一

其中 例哟 表示标量扩散 抓二 ,

在 试二 ,

劝

处的条件平均 叭 是一点概率密度函数
,

不包

含流场的空间结构信息
,

不能由此计算 叫科
,

因此方程 是不封闭的 映射封闭方法假定湍流

标量场 试二 ,

与标准高斯随机场 二 ,

之间存在

一个映射

沪 二 , 二 , ,

使得标量场与高斯场的概率密度函数有以下关系

诚
”

刀
, 刀

其中 哟 是标准高斯场的概率密度函数

护、
气, 孚舜

”

、一 万

零
。

·

二 , 一 、

不

其中 。 为速度场
,

为扩散系数 根据刘维尔定

对映射函数 求导并应用高斯场的统计特性 得

到

一
。

二 口
若 刻叻、 共共冬子子二 咨二 、 岑二 若二止书一 刀

叮 、
一

, ’
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一 , , 产 。
, 忿

箕
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从方程 、 方程 可推导出映射函数 刀 ,

的

控制方程

其中 ” ,

从上式可推导出两点联合概率

密度函数 劝
,

劝 , ,

的演化方程

誓一
““ , ‘ ,厂 箕

一 。

擎、 里 二

二 , 丛
二

二 , 丛
, 一 叮 。 ’

劝
’

劝 ‘ 一 架,

其中 户“ ,
户 ,

,

可
,

为高斯场的空间

两点关联函数 从式 解出映射函数 份
,

后
,

由式 即可求出湍流标量场的概率密度函数

风
,

是一个未知函数
,

无法从映射函数得出
,

因此方程 仍然是不封闭的 以往的研究工作

在求解映射函数 叮,

时一般是先直接数值模拟求

出标量耗散
,

再确定 尸
,

或者对时间作无量纲

处理
,

从而回避了这个问题

两点关联函数 风, ,

反 映了随机场 的结构
,

尸
,

是一个与随机场耗散有关的空间特征尺度

过去的映射封闭方法只要求映射函数满足一点概率

密度函数约束方程 一点概率密度函数不反映随

机场的空间结构
,

因而由此出发不能确定
,

两

点联合概率密度函数中包含了空间两点关联函数
,

描述 了随机场的空间结构 本文从映射关系 出

发
,

确定湍流标量场与高斯型参照场之间两点联合

概率密度函数的关系 通过对两点联合概率密度函

数方程的分析
,

找出关联函数 顽
,

的控制方程

这样得到一个不同于以往唯象模型的
,

直接从流体

力学控制方程导出的
,

不含任何外加参数的标量分

子扩散模型

概率密度函数方法中对流项可以准确处理
,

关

键 问题是对分子扩散项的模拟 本文考虑标量场

试二 ,

约 的纯扩散过程
,

将控制方程 中的对流项

略去可推导出标量纯扩散的两点联合概率密度函数

方程
口 。

前 赢
”戈

‘ 沪‘ 吵‘ ,

劝,

。

,
’

咬
‘
沪 , 劝‘ ,

劝, 一 。 又‘

将式
,

式 相减并将式 代入可得

其 二 。

孕 、具
。

势 、
一

李
月 叮 刀 刀 工

其中

△ , 沪 劝、 一 沪、 劝
,

劝

标量扩散的条件平均值可根据映射关系 和

标准高斯随机场的性质 计算出来

二 , 、。、
,

、卜铃 篡篡卜
, 叮 ·

瓷 恶卜
, 。

基于两点联合概率密度函数的随机映射

逼近

标准高斯随机场 二 ,

的两点联合概率密度函

数 夕 刀 , ” ,

为

铃 一‘。,

,

喂渭
百十

。‘一 。。 ’一 ‘ 。,

无

, 一 ’
‘ , ‘ , 刀 一 闪

夕 刀 , 刀 , 三 夕 刀 , 刀 户 ,
“ , 叮、 一 户刀‘

时
,

当

将式
,

式

当
叮了 刀置一 叮 刀

甲罗一一下井 于 一 一 下万丁一一一万丁

一寸 一 ‘ ‘又工 一 “
夕 」

上式中仅对下标 作重复求和
艺一份心

、

一一一

时 户‘ ,

代入式 可得

△人
口 、 ‘ ,

刀是 一 户
。‘ 一 四 一 。 」

“ ,

衬
, 艺 , 一 户尸

‘ , 艺 ,

—
气刀 一 尸刀无

一

一大一刀一

标准高斯场的均值为
,

方差为
,

关联函数 风
,

约

是时间 和空间两点距离 , 的函数 根据映射关

系
,

标量场 试二 ,

约 的两点联合概率密度函数

劝
,

劝
,

与高斯场 二 ,

两点联合概率密度函

数 夕份
,

飞 , ,

有如下关系
、 ,

又劝
,
叨

,

气叮
, 叮 , , 歹厂于一兮尸下

口戈 ,

对于近似高斯分布的标量场
,

、
叮

, 叮 ,

叮 , 叮 , ‘ 吸一一下子 , 一一 一一下二一

一 气。

口叮
近似为 刀 的线性函数

,

此时

映射函数 ,
,

、 将式 代

, “一叮拼一
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入式
,

化简后得到高斯参照场 二 ,

两点关联

函数 可
,

的控制方程

。 。 , , , ,

分 厂 “ , , ‘ , , 一 “ ,

一
“

一

’ 一 产 ’ 「 “
一

’ 一 产‘ 一 「 “ 一 ’ 一

月

映射函数方程 与高斯场关联函数方程 联立

成一个封闭的方程组 映射函数 伪
,

可以不依赖

任何经验参数独立解出
,

随后可由此计算湍流标量

场的概率密度函数和其他统计量

数值结果与分析

标量在均匀各向同性湍流场中扩散时
,

与之对

应的标准高斯场的两点关联函数有以下性质
,

·
,

三 当 一 时标

量场扩散趋于一个均匀场
,

此时 风
,

。 我

们现对方程 作初步分析
,

讨论它能否保证 风
,

满足这些性质

将关联函数 风
,

在 附近作泰勒展开
,

方程 可化为

、 ‘ , 、 , , 。
, 、

芬
, ,

冬
, 一 , , , ,

、 ’ 一 ‘

一
、 一 ’ 一 , 「 、 一 ’ 一 ’

」

过程进行直接数值模拟 采用二阶
一

方法求解方程
,

计算区域为 三
,

, 三
,

采用周

期边界条件 初始标量场 叫二 ,

取两种 高斯场

叫 和一种非高斯场 句 十 二 ” ,

对应的映射函

数 刀,

分别为 刀 和 刀 沪 初始高斯参照场的关

联函数
,

由初始标量场的关联函数和映射函数

确定

图 和图 分别表示归一化的标量概率密度函

数 伽
,

和条件平均扩散 氏神十 ,

在标量扩散

过程中不同时刻的分布情况
,

其中

叻
,

·

叻
。

乳 叻
, ‘ 一 日 叻

, ‘八 二 日
‘

砂
, ‘ 叻“ 劝」

飞
” ” ” ‘ ” ” ‘ ”

万
。

作 广呀
吮 气
十 白

邑 仁 人
十 卜 了
、 卜 , 口

,

,

, 亡
, 忿

显然有

吟一一暴
。 , ‘, 一

呢
,

的初始值
, ,

因此在控制方程

中
,

一。成立

方程 右边的第
,

第 项为扩散项
,

函数

风
,

在扩散项作用下随时间发展趋向一个常数
户 ,

三
,

时
,

第 项 一 即
,‘ , ,

它

的作用是使 风
,

值增大 当函数 风
,

趋向常数

时
,

’’
,

一 。
,

此时第 项与扩散项均为 。
,

因此 , ,

将保持为该常数值 已证明在 处
, ,

因此若初始时刻 户 , ,

三
,

在

湍流标量扩散过程中方程 可以保证 风
,

的值

在 风, ,

三 的范围内
,

随时间发展最后趋向

常值

由于对两点关联函数的性质所知甚少
,

以上对方

程 性质的分析并不完全 为验证方程 和方程

联立描述分子扩散过程的有效性和适用性
,

对

该方程组进行数值求解 数值方法采用二阶

方法
,

方程 的计算区域为 一 三 刀 三
,

方程 的计算区域为 三 三
,

边界上采用

外插求导的处理方法 我们将标量扩散方程 略

去速度场进行数值计算
,

即对随机标量场的纯扩散

初始场 创二 为高斯分布

二

一
, 亡

一
,

, 云二

立 ,

﹁日几‘,
﹄︸,﹄,﹄

⋯
马」

一八‘,二,二

︵帕
小

今︶、

初始场为 。二 二

二 二

图 随机标量场的概率密度函数
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,

, 艺

,

叶正牛炸止月
一一一

︵们
小

冬︶十仍

一 一

初始场 二 为高斯分布

口 二

一
,

一
, 亡

尹 和 义。

分别代表了标量场随机脉动的强度和衰减

速度 扩散使初始随机的标量场趋向均匀分布
,

尹

和
。

不断减小 在初始高斯分布下随机映射通近方

法与直接数值模拟所得结果完全一致 在初始非高

斯分布下也符合得较好
,

两者略有差别 从中我们可

以得到两点结论 本文由随机映射逼近方法推导

出的方程 与方程 完全封闭
,

其中不含任何

经验参数 数值结果显示本文基于两点概率密度函

数由随机映射逼近方法推导出的分子扩散模型能够

准确地计算标量扩散过程中随机脉动的衰减速率
,

这表明该模型较好地反映了真实的物理过程 本

模型准确地描述了高斯分布标量场的扩散
,

对偏离

高斯分布的标量场的计算有一定误差 这是由于方

程 的推导中采用了近似高斯分布假设

一

⋯
,

,

, 亡二

吞

气
气

︵帕
卜十食︶十仍

母

一 一

牛注吓声刁一一一

初始场为 二 口 二

二 二

图 随机标量场的条件平均扩散 初始场 二 为高斯分布

二

⋯
,

式中
,

劝
劝一 沪

亡 初始高斯分布的标量场在扩

散过程中始终是高斯分布
,

其条件平均扩散呈线性

分布 从概率密度函数和条件平均扩散的分布可以

看出
,

初始非高斯分布的随机标量场在扩散下趋于

高斯分布 随机映射逼近方法的计算与直接数值模

拟符合得很好 这表明对于均匀各向同性的湍流标

量场
,

存在一个映射
,

将标准高斯场映射成一个

随机场结构 包括 帅
,

和 日 劝
,

等 与其一

致的随机场
,

即映射封闭方法的假设 在某阶近

似的意义上成立

图 和图 分别是标量场 试二 ,

的脉动均方

差 。 和平均耗散
。

随时间 的变化
,

这里

一
口

口

趣蜒
。口 。

一、瑞二坦

初始场为 二 二

一 二 二

口

。

沪 二 , 一 沪

。 沪 沪
气

——、 、

图 随机标量场的均方差 。 随时间

召 口

的变化

幻比
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—
只

确定扩散或耗散速度
,

因而是不封闭的 本文从两

点联合概率密度函数出发
,

发展了称之为随机映射

逼近的方法 应用该方法可以解析地导出分子扩散

的封闭模型
,

其中不含任何经验参数 数值计算结

果表明
,

该方法能准确地模拟高斯场的分子扩散过

程
,

对非高斯场也能较好地适用
,

包括对扩散速度

和概率密度函数时间演化的计算

匕,山

是

匕,且

,
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