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　　摘 　　　要 : 根据转动壳体的动力学方程 , 在利用 DMAP 对大型有限元软件

MSC/ NASTRAN 二次开发的基础上 , 采用有限元方法对复合材料层合壳体转动状态

下的动力特性进行了研究 , 分析了科氏力、离心力和横向剪力对固有频率的影响 ,

并与实验结果进行了比较. 结果显示由于科氏力的作用 , 即使在动坐标系下 , 层合

壳体也会出现频率不等的前后行波 , 横向剪力使壳体的固有频率降低 , 且随着壳体

厚径比的增加其影响显著增加.

关 　键 　词 : 复合材料 ; 有限元 ; 动力特性 ; 层合壳体 ; 鼓式转子

中图分类号 : V 21413 +

文献标识码 : A 　　　　文 章 编 号 : 100125965 (2004) 0120031205

Dynamic characteristic analysis of rotating compo site shell
Shi Yajie 　Hong Jie

(School of Jet Propulsion , Beijing University of Aeronautics and Astronautics , Beijing 100083 , China)

Wu Wei

(State Key Laboratory of Nonlinear Mechanics , Beijing 100080 , China)

Abstract : In the dynamic analysis of drum2type composite rotor , not only the dynamic behavior of rotor system

but also the vibration characteristic of drum2type composite rotor should be studied. By reprogramming the finite ele2
ment analysis software MSC/ NASTRAN using DMAP program , the dynamic characteristic of rotating laminated com2
posite shell and the influences of coriolis , centrifugal and transverse shearing forces on nature frequencies were in2
vestigated and compared with experimental results. It indicated that coriolis , centrifugal and transverse shearing

forces have great influences on the vibration modes of rotating shell . The results also indicated that there exist for2
ward and backward traveling waves even in the rotating coordinate system because of the effects coriolis force.
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　　要不断提高航空发动机推重比 , 就必须提高

构件的工作应力、减轻构件重量和增大刚度. 由

于目前的发动机主要材料 ———镍合金和钛合金已

接近发展极限 , 虽有进一步改善的余地 , 但潜力

已不大 , 不能使发动机性能产生飞跃 , 不能满足

未来高推比发动机更加苛刻的要求 , 因此 , 目前

的发动机材料将不可避免地让位于具有更好综合

性能的复合材料[1 ] . 未来高推比发动机对材料和

结构都提出了新的要求 , 同时也提出了许多有待

研究的问题.

对于各向异性的层合复合材料梁式转子而

言 , 由于各层纤维的铺设方向不同 , 导致各层的

弹性模量在同一坐标方向上是不同的 , 这给转子

系统临界转速等动力特性的计算带来很大不便.

目前 , 通常用等效模量梁理论 ( EMBT) [2 ,3 ]来解

决复合材料转子系统的横向振动问题 , 但对于各

项异性鼓式转子 , 考虑其振动特性时 , 不但要考

察其横向振动 , 而且更主要的是要考察其径向振

动 , 因此等效模量梁理论已经不再适用 , 必须从

各项异性弹性理论出发建立其动力学方程. 本文
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依照有限元基本理论 , 对大型有限元软件 MSC/

NASTRAN 的 CQUAD8 单元进行了分析 , 导出了

转动状态下壳体的动力学有限元方程 , 并对

MSC/ NASTRAN 进行了二次开发 , 编制了相应的

DMAP 程序 , 对复合材料壳体转动状态下的动力

特性进行了研究 , 分析了科氏力、离心力对其固

有频率和行波振动的影响.

1 　转动状态下壳体的动力学方程

1. 1 　单元的动能

参考图 1 , 设壳体绕定点 O 旋转 , 其旋转角

速度在总体坐标系的 x , y , z 方向的分量分别

为Ω1 , Ω2 和 Ω3 , 那么 , 壳体的旋转角速度可

图 1 　CQUAD8 单元的坐标系统

以表示为

ω = Ω1 i + Ω2 j + Ω3 k (1)

如图 1 所示 , 设单元内任一点 O′( x , y , z) 的

矢径为 r , 那么

r = ( x + u) i + ( y + v) j + ( z + w) k (2)

式中 , u , v , w 为该点沿总体坐标系的 x , y , z

方向的位移. 式 (2) 对时间求导 , 可以得到该

点的运动速度为

Ûr =
d r
d t

= Ûui + Ûvj + Ûwk + ( x + u) d i
d t

+

( y + v)
d j
d t

+ ( z + w)
d k
d t

=

Ûui + Ûvj + Ûwk + ω ×r

把式 (1) 和式 (2) 代入得 :

Ûr = [Ûri 　Ûrj 　Ûrk ]T = [ Ûu 　Ûv 　Ûw ]T +

Ω[ u 　v 　w ]T + Ω[ x 　y 　z ]T (3)

式中 , Ω称为角速度矩阵 , 其形式为

Ω =

0 - Ω3 Ω2

Ω3 0 - Ω1

- Ω2 Ω1 0

整个单元的动能为

T =
1
2
ρ µ V

ÛrÛrdV (4)

式中 , N 为单元的形函数矩阵 ; δe 为单元的节

点位移列阵 ; T1 表示单元体内质点在平衡位置

附近相对运动的动能 ; T2 是在离心力作用下质

点偏离原平衡位置引起的离心力增量在微小静位

移Δr 上所做的功 , 相对原平衡位置而言具有势

能的含义 , 这类似于弹簧由于变形而储备了一定

的势能 ; T3 为科氏惯性力在质点相对平衡位置

运动过程中所做的功 ; T4 为离心力在质点相对

平衡位置运动过程中所做的功 ; T5 代表了质点

随物体旋转作刚体运动所具有的动能 ; T6 它反

映了物体非匀速旋转时 , 牛顿惯性力在相对位移

上所做的功. 从以上分析知道 , 匀速旋转时 , 在

单元体的总动能中 , 与质点在平衡位置附近的相

对运动有关的能量只有 4 种 , 即 : T1 , T2 , T3

和 T4 , 其中 T3 由科氏惯性力引起. 根据它们的

物理意义 , 得 :

Me = ρ µ V
NT NdV

Ke
R = ρ µ V

NT ΩT Ω NdV

Ce = 2ρ µ V
NT Ω NdV

Qe
c = ρ µ V

NT ΩT qdV (5)

式中 , Me 为单元的质量矩阵 ; Ke
R 为单元的离

心刚度矩阵 ; Ce 为单元的陀螺矩阵 ; Qe
c 为单元

的离心力矢量列阵.

1. 2 　单元的应变能

单元体的应变能包含 2 部分 , 一部分为通常

意义下的线弹性应变能 , 另一部分为由离心应力

引起的附加应变能 , 它与应变的非线性项有关.

对动力学而言 , 这 2 部分应变能有不同的意义 ,

第 1 部分应变能是由微幅振动引起的应变能 , 第

2 部分应变能是由初始应力引起的应变能.

根据弹性力学可知 , 弹性体的应变能可以表

示为

U1 =
1
2 µ V

(σxεx +σyεy +σzεz +

τyzγyz +τzxγzx +τxyγxy) dV =

1
2 µ V

εTσdV =
1
2 µ V

εT DεdV =

1
2 µ V

δeT B T DBδedV (6)

式中 , ε为应变列阵 ; σ为应力列阵 ; D 为弹性

矩阵 ; B 为单元总体坐标下的应变矩阵. 根据

式 ( 6 ) 以及应变能的物理意义 , 记 : Ke =
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µ V
B T DBdV , Ke 称为单元的刚度矩阵. 由于层

合板壳的各层纤维铺设角不一样 , 各层总体坐标

系下的弹性矩阵 D 就不同 , 因此需要分层积分 ,

为应用高斯积分公式 , 引进变量ζk (第 k 层) ,

ζk与ζ之间的关系为[4 ,5 ] .

ζ = - 1 +
1
t

- hk (1 - ζk) + 2 ∑
k

j =1
hj

那么 , 层合壳单元的刚度矩阵为

Ke = ∑
n

k = 1∫
+1

- 1∫
+1

- 1∫
+1

- 1
B T DB | J |

hk

t
dξdηdζk

式中 , n 是层合壳的总层数. 单元离心应力和离

心应力引起的应变分别为

σ0 = [σ0
x 　σ

0
y 　σ

0
z 　τ

0
yz 　τ

0
zx 　τ

0
xy ]T

和 εNL = [εNL
x 　εNL

y 　εNL
z 　γNL

yz 　γNL
zx 　γNL

xy ]T

那么 , 由离心力引起的应变能为

U2 = µ V
εNlTσ0dV =

1
2 µ V

δeT GT SσGδedV (7)

式中 , Ke
σ = µ V

GT SσGdV , Ke
σ称为单元的初应

力矩阵. 类似单元的线弹性刚度矩阵的计算 , 单

元初应力矩阵有如下的高斯积分公式 :

Ke
σ = ∑

n

k = 1∫
+1

- 1∫
+1

- 1∫
+1

- 1
GT SσG | J |

hk

t
dξdηdζk

(8)

其中的 Sσ应采用第 k 层相应高斯积分点的应力

分量. 因此 , 单元总应变能为

U = U1 + U2 =

1
2

δeT( Ke + Ke
σ)δe (9)

1. 3 　动力学方程

多自由度系统的拉格朗日方程为

d

d t

5L

5Ûqi

-
5L
5 qi

= Fi (10)

式中 , qi 是独立的广义坐标 ; Fi 是非有势的广

义力 ; L 是拉格朗日函数. 把式 (5) 和式 (9)

代入式 (10) , 得单元的运动方程为[6 ]

Meδ̈e + Ce Ûδe +

( Ke + Ke
σ - Ke

R)δe = Qe
c + Fe (11)

　　对所有单元组集 , 得到整个结构的动力学有

限元方程为

Mδ̈ + CÛδ + ( K + Kσ - KR)δ = Qc + F

(12)

式中 , M , K, Kσ和 KR 分别为结构的总体质量

矩阵、线弹性刚度矩阵、初应力矩阵和离心刚度

矩阵 , 它们都是对称矩阵 ; C 是结构的总体陀

螺矩阵 , 它是反对称的 ; Qc 是结构的离心力列

阵 ; F 是作用在结构上的外力. 求复合材料壳

体转动状态下的固有频率最后归结为求解式

(12) 所对应的齐次方程 (13) 的特征值问题.

Mδ̈ + CÛδ + ( K + Kσ - KR)δ = 0 (13)

在式 (13) 中 , CÛδ和 ( Kσ - KR) δ是由壳体的

转动引起的 , 它们分别反应了科氏力和离心力的

影响 , 确切地说 , 科氏力和离心力分别通过陀螺

矩阵和初应力矩阵以及离心刚度矩阵影响结构动

频. 在求解方程 (13) 时 , 需要求解结构在离心

力作用下的应力场以确定初应力矩阵 Kσ, 为此 ,

应当先求解下式 :

( K + Kσ - KR)δ = Qc (14)

求解方程 (14) 时 , 一般首先假定 Kσ = 0 , 得到

不考虑 Kσ时的初始应力并根据式 (8) 得出此

时的 Kσ后 , 回代到式 (14) 再求解应力并确定

Kσ, 如此循环进行迭代直至收敛为止.

本文利用 MSC/ NASTRAN 的 CQUAD8 单元 ,

采用 DMAP 语言对 MSC/ NASTRAN 进行了二次开

发 , 编制了相应的 DMAP 程序 , 对壳体结构转动

状态下的动力特性进行了分析.

2 　转动壳体动力特性的计算及分析

2. 1 　各向同性壳体的算例

文献 [7 ] 对转动圆柱壳体的固有频率进行

了系统的实验研究 , 其实验模型如图 2 所示 , 已

知钢质壳体有效外径 253. 4 mm、有效长度 600

mm、平均壁厚 0. 8 mm , 图 3 为其有限元模型.

图 2 　各项同性壳体的实验模型

图 3 　各项同性壳体的有限元模型

实验时 , 壳体两端用法兰盘固定 , 法兰轴两

端分别用球轴承和滚棒轴承支承 , 因此该壳体的

边界条件为一端固定、一端筒支 (轴向自由) .

结果显示本文计算结果和实验结果有较好的
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一致性. 根据计算 , 图 4 给出了该壳体动坐标系

下行波频率随转速的变化曲线 , 其中虚线是没有

考虑科氏力时 , 转动壳体的频率. 从图 4 可以看

出 , 科氏力使转动壳体产生频率不同的前后行

波 ; 离心力使转动壳体的动频升高 ; 对同一周波

数而言 , 随转速的升高 , 科氏力的影响增加 , 亦

即前后行波的频率差随转速的增加而增加 ; 随周

波数 M 的增加 , 科氏力的影响降低 , 即前后行

波的频率差随周波数的增加而减小 ; 对同一周波

数而言 , 随转速的升高 , 离心力的影响也增加 ,

即动频随转速的升高而升高 ; 与科氏力的影响相

反 , 随周波数的增加 , 离心力的影响增加.

　　　　a 　M = 3 　　　　　　　　　b 　M = 4

　　　　c 　M = 5 　　　　　　　　　d 　M = 6

图 4 　各向同性壳体行波频率随转速变化曲线

2. 2 　复合材料壳体的算例

本文对文献 [ 8 ] 中的层合壳体计算模型

(如表 1、表 2 所示 ( R 为半径) , 表 2 中 Ei ( i

= 1 , 2 , 3) 表示沿材料弹性主轴 i 的弹性模量 ,

υij ( i , j = 1 , 2 , 3 , 且 i ≠j) 表示 i , j 方向的

泊松比 , Gij ( i , j = 1 , 2 , 3 , 且 i ≠j) , 表示 i2
j 平面内的剪切模量) 进行有限元分析 , 求解了

不同转速下层合壳体的行波频率 , 边界条件为两

端简支 (径向位移、切向位移和绕轴线转角为

零 , 其他自由度不约束) .

表 1 　层合壳体计算模型几何参数

参数 厚径比 h/ R 长径比 L/ R 层数 每层厚度 铺层特性

数值 01002 5 3 h/ 3 [0°/ 90°/ 0°]

表 2 　层合壳体计算模型材料参数

参数 E1/ GPa E2/ GPa υ12 G12/ GPa G13/ GPa G23/ GPa
密度/

(kg·m - 3)

数值 19. 0 7. 6 0. 26 4. 104 4. 104 1. 52 1 643

　　计算结果跟文献 [8 ] 的比较一致. 图 5 给

出了该层合壳体行波频率随转速的变化曲线. 从

图中可以看出 , 科氏力和离心力对转动层合壳体

的影响类似于它们对各向同性壳体的影响 , 即 :

科氏力使转动的层合壳体产生频率不同的前后行

波 , 离心力则提高了层合壳体的动频 (图中虚

线) .

　　　　　a 　M = 2 　　　　　　　　　b 　M = 3

　　　　　c 　M = 4 　　　　　　　　　d 　M = 5

图 5 　层合壳体行波频率随转速变化曲线

把行波振动在空间展开 , 即得到行波振动的

模态 ———振型 , 图 6 描述了层合壳体 M 为 5 的

行波一个周期内的振型.

a 　时刻 1 　　　　　　　　　　b 　时刻 2

c 　时刻 3 　　　　　　　　　　d 　时刻 4

图 6 　层合壳体 M 为 5 行波一个周期内的振型

2. 3 　剪切对壳体频率的影响

力学模型中的考虑横向剪切与否 , 反映在转

动壳体结构的动力学有限元方程 (13) 中 , 就是

结构刚度矩阵 K 和结构初应力矩阵 Kσ的变化.

本文通过数值计算结果分析横向剪切对壳体固有

频率的影响 , 计算模型如表 3 , 表 4 所示 , 边界

条件为两端固定.

表 3 　层合壳体计算模型几何参数

参数 厚径比 h/ R 长径比 L/ R 层数 每层厚度 铺层特性

数值 n 2 3 h/ 3 [ - 45°/ 45°/ - 45°]
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表 4 　层合壳体计算模型材料参数

参数 E1/ GPa E2/ GPa υ12 G12/ GPa G13/ GPa G23/ GPa
密度/

(kg·m - 3)

数值 38. 0 7. 6 0. 26 4. 104 4. 104 1. 52 1 643

　　图 7 给出了不同 h/ R 有无剪切时 , 壳体静

频的相对误差曲线 (计算相对误差时 , 以有剪切

时的静频为基准) . 从图中可以看出 , 横向剪切

使壳体的静频降低 , 而且随着 h/ R 的增加 , 其

影响显著增加 ; 随着 M 的增加 , 其影响也增加.

当壳体的 h/ R 较小时 , 有无横向剪切 2 种情况

下壳体静频的误差相对较小 , 随着壳体 h/ R 的

增加以及 M 的增加 , 不考虑横向剪切将带来严

重的误差 , 而静频的误差将直接影响计算所得动

频的可信度 , 因此在研究中、厚壳的动力特性

时 , 采用各种不考虑剪切的理论进行分析是不合

适的.

图 7 　有无剪切时层合壳体静频的相对误差曲线

3 　结　论

利用本文开发的转动壳体动力特性分析程序

对各向同性壳体和复合材料层合壳体的动力特性

进行了分析 , 研究了科氏力和离心力对转动壳体

频率的影响 , 通过分析可以得出如下结论 :

科氏力和离心力对转动壳体频率影响的方式

不同 , 由于科氏力的作用 , 即使是在动坐标系

下 , 转动壳体也会出现频率不同的前后行波 , 离

心力则使转动壳体的动频提高. 而且随着转速的

升高 , 它们的影响越显著. 但是 , 随着周波数的

增加 , 科氏力的影响降低. 与科氏力相反 , 离心

力的影响则随着周波数的增加而增强. 无论对各

向同性壳体或是各向异性壳体 , 科氏力和离心力

的影响及作用机理都是相同的.

由于行波是随着时间转动的 , 所以壳体上每

一点都会出现最大振幅 , 这是转动壳体的振型特

点 , 与不转动壳体是不同的 , 从这种意义上说 ,

转动壳体按照某种模态振动时是没有节线的 , 这

与转动轮盘不同 , 在动坐标系下 , 转动轮盘的前

后行波合成为一个相对轮盘静止不动的驻波[9 ] .

因此 , 在未来高推比发动机鼓式转子的动力设计

时必须考虑其壳体模态.

横向剪切对壳体静频的影响 , 随着 h/ R 的

增加而迅速增加 , 因此 , 在分析中、厚壳体 , 比

如未来高推比发动机的鼓式压气机转子时 , 必须

考虑横向剪切对其频率的影响.
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