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摘　要: 通过对固体中波动问题的模拟建立了一种光滑粒子法的新形式, 一种运用 SPH 的核函数的类似有限体

积法的计算方法。通过对统计体积的修正以及对边界粒子的核函数修正, 较好地解决了 SPH 方法中长期以来制

约其被广泛应用的主要问题之一边界条件的表述。在此基础上成功地在光滑粒子法中实现了透射边界条件的模

拟。同时利用反卷积修正使得较大粒子间距下的计算结果的精度大大提高。这种方法不但保持了 SPH 的简单

性, 而且很容易实现应力边界条件。
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1　引　言

光滑粒子流体动力学方法 (简称 SPH ) 产生于

对流体运动的模拟, 是一种没有背景网格的拉格朗

日粒子法。它是求解连续体动力问题的一种“真正

的”无网格方法。SPH 方法在 1977 年首次被提

出[1, 2 ] , 当时主要是解决天体物理和宇宙的问题。直

到 1991 年, SPH 方法才得到进一步发展, 用以处

理固体的动态响应问题[3 ] , 在此之后这一方法在很

多新的领域中受到重视和关注。

针对 SPH 方法的稳定性、计算精度以及固体

表面的边界条件的处理, 近年来, 人们做了很多工

作来进行改进[429 ] , 这些改进方法普遍存在的问题

就是大大增加了计算花费, 特别是引入变分法以

后。

本文通过对线弹性波动方程的初- 边值问题

的模拟, 发展了一种新形式的 SPH 方法。这种新形

式我们称之为极弱形式的核估计。我们利用加权残

数法, 通过两次分部积分来建立线弹性动力方程的

极弱形式的核估计, 通过边界积分项来实现应力边

界条件和透射边界条件。这一方法避免了双重核估

计, 大大提高了计算效率 (相对于弱形式的方法)。

此外利用与边界特征有关的体积修正和对应于边

界粒子的核函数的修正, 使得边界积分和边界质量

的估计的精度有很好的提升, 实现了较精确的边界

条件的处理, 成功地在 SPH 方法中引入了透射边

界条件。同时利用反卷积修正将核估计平均化的解

进行锐化, 使得较大粒子间距下的计算结果的精度

大大提高。

2　SPH 方法的概述

在 SPH 方法中, 通过运用给出某点域值的“核

估计”的插值函数, 把偏微分形式的连续体的动力

方程转化为积分的形式。因计算中只涉及各离散点

信息, 因此积分必须通过在邻域内粒子上的求和得

到。它不需要背景网格的原因就是它利用核函数为

每一个离散点赋予一统计意义下的体积, 而核估计

是通过M on te Carlo 积分来完成的。而分部积分则

可以把对物理量的空间导数转化为对核函数的求

导。

核重构是 SPH 方法的基础和核心, 任意一个

函数 f (x )都可以利用一个核函数近似表示为

〈f 〉h (x ) =∫f (y )W (x - y , h ) dy (1)

很明显, 当W (x , h ) 逼近 D irac delta 函数

∆(x ) 时, 这个重构函数〈f 〉h (x ) 将收敛于真实值

f (x )。一般来说,W (x , h ) 具有紧支集的性质, 而

且, 如果选择合适的核函数, k 次多项式可通过上

面的积分来精确重构。对于一维的情况, 如果满足

下面条件:

∫W (x ) dx = 1,∫x jW (x ) dx = 0, 0 < j ≤ k (2)

这种近似就可重构等于或低于 k 次的多项式, 即对

k 次的多项式 f (x ) ,〈f 〉h (x ) 将与 f (x ) 完全一致。
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离散化以后利用M on te Carlo 积分, 式 (1) 中对

f (x ) 的核估计为

　　 f h (x ) = ∑
b∈M x

f (x b)W (x - x b, h )V b (3)

其中 V b 为与粒子 x b 和核函数W (x , h ) 相关的统

计体积, 由下式定义:

V b =
1

∑
a∈M b

W (x b - x a , h )
(4)

其中 M b 为对应于粒子 x b 的核函数W (x b - x a , h )

的紧支域内的一系列点 x a 的粒子号。f (x ) 的导数

可以简单地通过对式 (3) 进行微分得到。通常一旦

经过式 (3) 的空间离散, 时间上用差分法离散即可

求解动态问题。

3　弹性动态系统的极弱形式核估计

本节我们将给出线弹性各向同性动力系统的

极弱形式的核估计。考虑如下线弹性波系统 (重复

的下标表示求和) :

Θ5 2u i (x , t)
5t2 - Ρij , j (x , t) = f i (x , t)

t > 0, x ∈ 8 　 (5)

弹性本构关系:

Ρij = ΚΕkk ∆ij + 2ΛΕij (6)

其中

Εij =
1
2

(u i, j + u j , i) (7)

方程初始条件和边界条件如下:

　u i (x , 0) = u
0
i , u i (x , 0) = u

1
i , x ∈ 8 (8)

　u i (x , t) = g i (x , t) , 　x ∈ 5D 8

　Ρij (x , t) n j = T i (x , t) , 　x ∈ 5N 8 (9)

其中 5D 8 和 5N 8 都是整个域边界的一部分, 且

5D 8 ∩ 5N 8 = 5 (空集) , 5D 8 ∪5N 8 = 58 (域8 的所

有边界)。Θ, Κ和 Λ分别为介质密度和拉梅系数, 这

里假定在整个域 8 内为常数。

方程的极弱形式的核估计是通过加权残值法

来建立的, 即用 SPH 的核函数乘以方程 (5) , 然后

进行两次分部积分。方程 (5) 两边同乘以 x 点为中

心点的核函数W (x - y , h ) , 并在整个域内积分得

　　∫Θ5 2u i (x , t)
5t2 W (x - y , h ) dy -

　　　　∫Ρij , j (y , t)W (x - y , h ) dy =

　　　　∫f i (y , t)W (x - y , h ) dy (10)

利用分部积分, 方程 (10) 等号左边的第二部分可

以写成:

　　∫Ρij , j (y , t)W (x - y , h ) dy =

　　　　∫Ρij (y , t)W , j (x - y , h ) dy +

　　　　∫Χ
Ρijn jW (x - y , h ) dS y (11)

其中 Χ为核函数W (x - y , h ) 的影响域与域 8 的

边界相交的部分。注意上式中核函数W 的导数, 在

式 (11) 中W , j 按下式给定:

　W , j (x - y , h ) =
5

5(x j - y j )
W (x - y , h ) =

-
5

5y j
W (x - y , h ) (12)

式 (10) 和式 (11) 合在一起为式 (5) 的弱形式的核

估计。再次进行分部积分, 式 (11) 右边的第一部分

可写成如下形式:

∫Ρij (y , t)W , j (x - y , h ) dy =

　∫(2ΛΕij (y , t) + Κ∆ij Εkk (y , t) )

　　W , j (x - y , h ) dy =

∫(Λ∆k iW , j j (x - y , h ) + ΛW , k i (x - y , h ) +

　　ΚW , ik (x - y , h ) u k (y , t) dy +

∫Χ
(Λ∆k in jW , j (x - y , h ) + Λn iW , k (x - y , h ) +

　　ΚnkW , i (x - y , h ) ) u k (y , t) dS y (13)

这样, 方程 (10) 可写为如下形式:

〈Θu″
i〉h (x , t) - 〈f i〉h (x , t) - 〈T i〉

Χ
h (x , t) =

　　∫K ik (x - y , h ) u k (y , t) dy +

　　∫Χ
# ik (x - y , h ) u k (y , t) dS y (14)

其中

　K ik = Λ∆k iW , j j (x - y , h ) +

ΛW , k i (x - y , h ) + ΚW , ik (x - y , h )

　# ik = Λ∆k in jW , j (x - y , h ) +

Λn iW , k (x - y , h ) + ΚnkW , i (x - y , h )

(15)

且

　〈T i〉Χ
h (x , t) =∫Χ

W (x - y , h ) T i (y , t) dS y (16)

式 (14) 为方程 (5) 的极弱形式的核估计。相比弱形

式的核估计, 极弱形式的核估计的优点是每一项仅

有一重积分, 而弱形式的核估计有两重积分, 因为

弱形式中的位移 u 的导数必须再用核函数导数的
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积分来近似。这个优势使得计算的速度有了很大的

提高。

4　极弱形式核估计的离散化

设M N = {x n; n = 1, ⋯,N }为离散在整个域内

包括域的边界上的一组粒子。为简化起见, 假定核

函数中的参数h 为常数, 以下的公式中将省略h。对

于每个离散点 x a , 记

　u
a
i ( t) = u

h
i (x a , t) , f

a
i ( t) = f

h
i (x a , t) (17, 18)

式 (14) 中左边第三项可作如下近似:

T
a
i∑

b∈M
Χ
a

W abA b≈〈T i〉Χ
h (x a , t) (19)

其中 M
Χ
a = {b; b ∈M a and x b ∈ 58 } 表示属于 a 点

影响域内的边界上的点,W ab = W (x a - x b) ,A b 为

表面点 x b 点的统计面积, 定义为

A a =
1

∑
b∈M

Χ
a

S aW ab

(20)

系数 S a 满足∫58
S aW (x a - y ) dS y = 1。式 (14) 的右

边项近似为

　　∑
b∈M a

K
ab
ik u

b
kV b≈∫K ik (x a - y ) u k (y , t) dy (21)

　　∑
b∈M

Χ
a

# ab
ik u

b
kA b≈∫# ik (x a - y ) u k (y , t) dS y (22)

这里只对重复的坐标下标 i, j , k 进行求和运算, 对

重复的离散粒子标号 a, b 不进行求和。

最后, 对于时间的离散我们采用中心差分法:

Θ
u

a
i ( t + ∃ t) - 2u

a
i ( t) + u

a
i ( t - ∃ t)

∃ t2 -

　　f
a

i ( t) - T
a
i ( t)∑

b∈M
Χ
a

W abA b =

　　∑
b∈M a

K
ab
ikV bu

b
k ( t) + ∑

b∈M
Χ
a

# ab
ikA bu

b
k ( t) (23)

5　边界点的体积与核函数修正

由于用来计算处于边界的或接近边界的粒子

的统计面积和体积的核函数有误差, 为了得到更好

的结果, 所以必须改进这种方法。本文用添加虚粒

子法并根据边界粒子各自的特征来修正它们的统

计体积和面积。

任一个边界粒子, 边界特征可以通过预先分析

得到的比例系数 FV a 来表示:

　FV a =
W a 的影响域和域 8 相交的体积

W a 的影响域的体积
(24)

当域内点 x a 远离边界时, 容易看出 FV a = 1。

修正的统计体积为

V a =
FV a

∑
b∈M a

W ab

(25)

同样, 我们可以对点表面点 x a 引入一个面积

的边界特征因子 FA a , 其表达式为

FA a =
W a 的影响域和域的表面 58 相交的面积

W 在平面上的影响域的面积

(26)

修正统计面积为

A a =
FA a

∑
b∈M

Χ
a

S aW ab

(27)

如果 h 相对于离散点之间的距离来说并不是很大,

则上述修正仅对边界点有必要。于是对于边界点

x a 的核函数的修正为

W (x a - x b)∶ = Α(x a)W (x a - x b) (28)

其中

Α(x a) =
1

∑
b∈M a

W (x a - x b) õV b

(29)

6　边界条件
R andles 和L ibersky [4 ] 指出: SPH 方法中边界

条件的处理是一个难点, 也常常被人们忽略。早期

的 SPH 方法在流体动力学方面的运用中没有边界

条件, 或者边界条件非常简单, 如非嵌入边界等。由

于 SPH 不满足严格意义下的插值, 因此边界和边

界区从没被很好的定义过。

处理 SPH 边界条件有两个问题: 一个是边界

的描述; 另一个是边界上核函数的求和的误差。在

本文当中, 边界是通过边界粒子来描述, 而且每个

边界粒子有一个几何因子, 可以通过式 (22) 来给

出体积缩小率。边界核函数求和的误差可以通过上

面所述的修正统计体积和修正核函数来解决。

对于位移边界条件可以由式 (17) 给出:

u
a
i ( t + ∃ t) = g

h
i (x a , t + ∃ t)

对所有 t > 0, 时间步 ∃ t > 0　 (30)

求解时用上式来代替离散方程 (21) 中的包含所有

位移边界条件的粒子的位移项。

在模拟地震波的传播, 或其他大范围的问题

中, 经常需要用到透射边界条件来模拟半无限体或

者无限体。

透射边界条件或者无反射边界条件是用一系
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列边界粒子来定义。在相关的应用当中, Cohen 和

Jenn ings[10 ] 对L ysm er 和 Kuh lem eyer 的方法表示

了肯定。在这种方法中, 粘性正应力和剪应力由下

式给出:

　Ρno rm al = - ΘcpV no rm al, Ρshear = - ΘcsV tang (31a, b)

其中 Θ, cp 和 cs 分别为材料密度, 介质中的纵波波

速, 横波波速。应力的大小分别正比于法线方向的

速度V no rm al 和切线方向的速度V tang。局部坐标系中

的应力向量由下式给出:

T loc = - ΘCv loc (31)

其中

T loc =

Ρno rm al

Ρshear1

Ρshear2

, C =

cp 0 0

0 cs 0

0 0 cs

,V loc =

V no rm al

V tang1

V tang2

(31c)

令R a 为由边界点x a 的局部坐标系到全局的笛

卡儿坐标系的转换矩阵, 则对于在透射边界上的粒

子, 原来的离散方程 (21) 可以写为

Θ
U

a
loc ( t + ∃ t) - 2U

a
loc ( t) + U

a
loc ( t - ∃ t)

∃ t2 -

R
T
a f

a

i ( t) + ΘCV
a
loc ( t)∑

b∈M
Χ
a

W abA b =

　　R
T
a ∑

b∈M a

K
ab
ikV bu

b
k ( t) + R

T
a ∑

b∈M
Χ
a

# ab
ikA bu

b
k ( t) (32)

然后转换为全局坐标系下的位移:

U a ( t + ∃ t) = R aU
a
loc ( t + ∃ t) (32a)

其中

V
a
loc ( t) =

U
a
loc ( t + ∃ t) - R

T
aU

a ( t - ∃ t)
2∃ t

(32b)

和

U
a ( t) =

u
a
1 ( t)

u
a
2 ( t)

u
a
3 ( t)

(32c)

7　稳定性和解的锐化

为了消除张拉不稳定性和沙漏模式, 可以采用

Balsa la 的滤波修正[4 ]

　　U
a∶= U

a + Α
∑
b≠a

U
b
W abV b

∑
b≠a

W abV
- U

a (33)

通常, 由于使用 SPH 核估值积分来近似场函

数, 所得到的结果比动力方程 (5) 的解要“小”一

些。因此当粒子间的距离较大时, 数值解与真实解

之间存在着较明显的误差。为了提高数值解的精

度, 我们利用反褶积理论对所得到的解进行修正。

由于

　 u
h
i (x , t) =∫u i (y , t)W (x - y , h ) dy≈

∑u i (x b, t)W (x - x b, h )V b (34)

可得

　　u i (x a, t)∶=

　　

u
h
i (x a , t) - ∑

x b≠x

u i (x b, t)W (x a - x b, h )V b

W (0, h )V x
≈

　　

u
h
i (x a , t) - ∑

x b≠x

u
h
i (x b, t)W abV b

W (0, h )V x
(35)

经过上式的修正可以使结果更接近真实解。

8　数值实验

为了检测本文提出的这种极弱形式核估计的

SPH 方法的正确性, 我们模拟了具有精确解析解

的在半无限体的自由表面上施加动态载荷引起的

弹性波的传播问题。为了模拟半无限体, 我们取一

个有限的六面体, 除了一个面 (模拟半无限体的自

由表面 x 3 = 0) 外, 其他五个面上都施加无反射边

界条件。在自由表面的一小区域面积上施加一个垂

直于表面的随时间呈三角形变化的脉冲载荷, 面上

其余部分都为自由应力边界条件, 即应力值为零。

所加荷载按如下式子给定:

T z (x , t) = f ( t)X (x 1, x 2) , x = (x 1, x 2, x 3) (36)

式中

f ( t) =

t 0 ≤ t < 1

2 - t 1 ≤ t < 2

0 其他

X (x 1, x 2) =
1 ûx 1 - 1û ≤ l 且 ûx 2 - 1û ≤ l

0 其他

(37)

其中 l 为正常数, 以界定面上荷载区域的大小。

在模拟三维半无限体中弹性波的传播问题中,

本文使用三次样条的核函数:

W (v , h ) =
1

Πh 3

3
2

2
3

- v 2 +
1
2

v 3 0 ≤ v < 1

1
4

(2 - v ) 3 1 ≤ v ≤ 2

0 v ≥ 2

(38)
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图 1　加载中心点的垂直方向速度
F ig. 1　V ert ical velocity at the load center

图 3　反卷积修正和未进行反卷积修正的计算结果的
比较 (加载中心点的垂直方向速度)

F ig. 3　Compare the results w ith de2convo lution
and w ithout de2convo lut ion (vertical velocity of

the load center)

其中

v =
r
h

=
û x

-
b - x

-
aû

h
(39)

由计算可得

S a =
10h

7
fo r a ll a (40)

　　模型的弹性常数 (拉梅系数) 取为 Κ= Λ= 1,

密度Θ= 1。图1和图2显示了数值解与解析解之间

的对比关系 (取 l = 0. 5)。模型尺寸为7×7×7, 粒

子间距为 0. 5, 共有 15 × 15 × 15 = 3375 个实粒

子, 荷载按式 (34) 和式 (35) 所示加在自由表面的

中心, l = 0. 5。模型边界外部加上两层间距为 0. 5

的虚粒子, 核函数影响域h 的值取为 0. 5, 计算中式

(31) 的滤波修正系数 Α= 0. 1, 并按式 (33) 对速度

进行修正, 从图中可以看出, 在粒子间距较大时 (半

个横波波长) 数值模拟的结果与解析解也能吻合

得较好。

图 3 给出了进行了反卷积修正的计算结果和

未进行反卷积修正的计算结果的比较, 可以看出反

卷积修正大大地改善了结果的精度。

图 2　加载区域外某点的垂直方向速度
F ig. 2　V ertical velocity at a po in t ou t of the load area

图 4　Α= 0. 5 时加载区中心点垂直方向的速度
F ig. 4　V ertical velocity at the load center at Α= 0. 5

随着滤波修正系数 Α的取值增大, 速度曲线会

更加光滑, 但振动的幅值会随之减小。图 4 显示的

是 Α= 0. 5 时加载区域中心点的速度图。这种情况

会随着粒子密度的增加而有所改善。应该指出当粒

子的密度增加时, 解的修正对计算结果的影响也会

随之变小。

9　结论与展望

这种极弱形式的 SPH 方法是我们用诸多

SPH 方法来模拟线弹性波的传播中综合效果最好

的一种方法, 结果表明这种方法及其模拟的无反射

边界能够正确地发挥作用。使用反褶积对结果进行

修正的思想使得粒子间的距离可以相对较大。这种

方法相比传统的 SPH 方法精度高, 且有同样快速

的计算速度, 而相比基于变分法的 SPH 方法速度

要快得多。

本文针对 SPH 方法中的几个热点问题进行了

一些新的尝试, 通过验证得到了较好的结果。虽然

这些只是一些初步的工作, 但从方法和思路上或许

能对 SPH 方法的发展起到一定的作用。文中给出
的方法, 除极弱形式的核估计外, 均可直接应用于

非线性问题。对于极弱形式的核估计, 若将非线性
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的影响记入前一时刻, 即采用逐步更新的算法, 也

是可以用于求解非线性动力问题的。这是我们以后

工作中需要尝试的内容。
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Appl ica tion of sm oothed particle hydrodynam ics m ethod

to the s im ula tion s of ela stic wave propagation in sol id

D IN G H ua3 1, 　LON G L i2p ing2, 　W U Yan2feng1

(1. Inst itu te of M echan ics, CA S, Beijing 100080, Ch ina;

2. Beijing U niversity of A eronau tics and A stronau tics, Beijing 100083, Ch ina)

Abstract: A new version of SPH m ethod is developed to so lve the in it ia l2 boundary value p rob lem s fo r

elast ic w ave p ropagat ion. In th is a lgo rithm , a very w eak kernel est im ate is u sed. In part icu lar, the

st ress boundary condit ion s (especia lly the tran sm it t ing boundary condit ion) are invoked th rough residual

term s in the in tegra t ion by parts. T he very w eak kernel est im ate avo ids the doub le kernel est im ate in the

conven t ional residual m ethod of SPH. T he est im ates of boundary part icles are done by modified kernel

funct ion defined acco rd ing to the local fea tu re of a boundary. T he final so lu t ion is sharpened by de2
convo lu t ion in o rder to ob ta in reasonab le resu lts w ith rela t ively large part icle d istance. T he con servat ive

smoo th ing app roach is u sed to stab ilizing the num erica l p rocedu re.

Key words: smoo thed part icle hydrodynam ics; elast ic w ave p ropagat ion; t ran sm it t ing boundary condi2
t ion; de2convo lu t ion; con servat ive filtering
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