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0 引言

在一个带有中间穿透裂纹的导电薄板内通入

电流，由于在流经裂纹时产生的绕流现象，在裂尖

处电流密度将极速增大，电热效应增强。当电流很

大且作用时间很短的情况下，裂尖附近的小区域内

的金属将被熔化，在裂纹尖端形成弧形焊口，裂尖

被钝化。

同时实验表明，焊口的附近的金属金相组织发

生相变，使金属晶粒细化，至使韧度和硬度增加。

在整个过程中，裂尖处的应力主要是由三种作用产

生的。即外载荷产生的机械应力、温度场形成的温

度应力及相变产生的相变应力。其综合效应会有效

地遏制了裂纹的扩展 [1]。

本文只限于采用复变函数的方法，在求解在电

流作用下中间裂纹的温度场的基础上，进一步求解

由于电热效应所产生的热应力。首先，求解了在电

流作用下裂尖处形成的热源功率及在该点热源作

用下的温度场，然后，将所求得的温度场分布状态

作为已知条件，进一步求解带有直线裂纹载流薄板

内裂尖局部的应力场。由此来确定电磁热效应裂纹

止裂时裂纹尖端处应力状态中的温度应力成分。

1 电热效应作用下裂纹尖端处热源功率的

确定

1.1 电流强度与电流密度

在对一个具有直线穿透裂纹的无限大导电薄

板上通入定常电流时（图 1），板内的电流强度 与

电流密度 有如下关系 [2]：

= ; = (1)

定义解析函数：

= +i

其中：i= 1； 、 分别为 、 方向的电流密度；

、满足 C-R（柯西－黎曼）条件。考虑到式 (1)有：

i = (2)

且

= d

很显然可以得到：
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= 2+ 2= (3)

图 1 带有中间穿透裂纹的无限大薄板

Fig. 1 An infinite plate with a central crack

1.2 带有直线裂纹的导电板内电流密度的基本

方程

若在无穷远处电流密度是有限的，则式 (2) 所

定义的函数在域内是正则的。此时，边界条件可以

写成 [3]：

++ =2

+ + + =2
, (4)

其中： = i
+

+ ， = i
+

， ；为裂纹边界， ±分别表示 ( ) 内

函数在裂纹上下边界的值，且 ， 满足迪里赫

里条件。下面的计算将利用迪里赫里问题的解 [4]，

即：

= 0 + + (5)

其中： 0 = 1
2 i

+

d + 1
2 i d ，

= 0 + 1
1+ + ，式中 0, 1, , 为实常

数， 为无穷远处电流强度的梯度。

若图 1 所示的裂纹绝缘、绝热，则有：

= = 0 =0

此时式 (5) 可以写成：

= + cos (6)

式中： 为 0 与 轴的夹角； = 0 + 1 ， =
2 2 1

2。由式 (4) 可得：

= 2i (7)

由于lim = 0，同时考虑式 (6) 及式 (7) 可得：

0=i sin 。由连续性条件，且电流场为无源场，

因此 =1, 2 ，可由下式确定：

Re
+

1

1
d 1 =0

所以有 1=0。若取 = 2 ，至此可得：

= 2 2
(8)

式中， 为无限远处 方向的电流密度。由式 (3)

及式 (8) 容易得到：

=
2+ 2

2 2 2 2+4 2 2 1
4

(9)

从式 (9) 中可以看出，在裂纹处仅有 方向的电流，

而 方向的电流为零，在裂纹尖端电流密度奇异。无

穷远处为有限值。

1.3 热源功率的计算

在已知裂纹尖端附近的电流密度 , 的情况

下裂纹尖端附近的热源功率为 [5]：

= 1 2+ 2 d = 2 2=

2 2
2+ 2

2 2 2 +4 2 2
(10)

式中：2 为板厚； 为电导率。

2 带有直线裂纹的载流薄板温度场的计算

设 为除去裂纹线的全平面。则根据上文所求

得的热源功率，在域内无裂纹时温度场的分布为[6]：

=2Re 0 ; 0 = 4 ln 2 2 (11)

其中：Re 为对 内函数取实部。

由于纯金属或合金中导热系数是晶格导热系

平面

0

0
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数和电子导热系数的总和，温度的变化影响了晶格

及自由电子的能量传递，从而导致了导热系数的变

化 [7]。这里假设导热系数随温度成线性变化，即：

= 0 1+

式中： 为修正系数。此时，温度函数所满足拉普

拉斯方程为 [8]：

+ =0 (12)

引进新的变量：

=
0

d

有

=

= =
2

2

= =
2

2

(13)

于是，式 (12) 就变换为经典的拉普拉斯方程：

2

2 +
2

2 =0 (14)

求解未知量 的过程同上文中求温度 的方法

相同，求得 后，即可根据式 (13) 找到相应的温

度值。

3 带有直线裂纹的载流薄板应力场的计算

应力场基本公式的复变函数表示如下 [4]：

+ =2 +

i = ′
(15)

其中：

= ′

= d

= d

= d

在域内存在裂纹且通入电流瞬间，利用上述方

法求得的两个点热源的分布是关于虚轴对称且均

位于裂纹尖端。因此，欲求整个域内的应力场状

态，只须计算出只有一个点热源作用时域内应力的

分布，之后在相应位置叠加即可。

首先考虑在 , 0 点有点热源的作用，则在

, 0 点周围有：

= * + ; = * + (16)

式中： = 0ln 0 ， = 0 0

0
0 0ln 0 ，

0= 0

1+ ， 0= 4 ， =1+ ； 为材料的弹性模

量； * 和 * 为在 点和 附近调和的函数。设

在裂纹的上下边界上给定应力分量分别为 +, +和

, ，则由基本公式 (15) 可得：

+ = i + ; += i (17)

由此叠加计算得到：

+ + + = ; + = (18)

其中： 和 为满足迪里赫里条件的函数，且：

= i + i

= i ++ i

考虑到式 (16) 可得：

*+ *
+

*+ * =

* *
++ * * = 2 +

(19)

则边界问题的解可以写成如下形式

+ = 1
2 i d + 0+ +

= 2 i
0

+ d +

+

(20)

其中：
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0 = 2 +2

= 0 + 1
1+ + 。

若在无穷远处应力分量 , , 是有限的，

即：

= + +0 1
2

= ′+ +0 1
2

, 当 时 (21)

其中： = 1
4 + ； ′= +i ； = 1

1+
0 +i 0

2 + 0 ； 0 , 0 为外载荷的主矢； = 1
1+

0 +i 0

2 + 0 。

此时，温度场势函数 有下面的形式：

= 0 +0 1
2 , 当 时 (22)

则有

0= + ′

0= ′

1=
1
2 0

=1
+

当无外载荷且裂纹边界自由时有：

= = 0= 0=0, 1=
2 0

1+

且点热源作用在裂纹的延长线上，因此式 (20) 可

写成下面的形式：

+ =0

= 1
2 i 2 2

2 2 2

d +

1
2 2+2

(23)

至此解得：

= = 2 0
2 2

将式 (23) 带入式 (15) 中并分离式中的实部与虚

部得：

=2 0 3 2 6 6 1

= 2 0 1+ 3 2 6

=2 0 2+ 4+ 5

(24)

式中：

1= 2 2 2 2+4 2 2 1
4 cos 1

2 arctan 2
2 2 2

2= 2 2 2 2+4 2 2 1
4 sin 1

2 arctan 2
2 2 2

3= 2+ 2 2 2+4 2 1
4 cos 1

2 arctan 2
2+ 2 2

4= 2+ 2 2 2+4 2 2 1
4 sin 1

2 arctan 2
2+ 2 2

5=
2+ 2 1

2

2+ 2 2 +4 2 2 3
4

cos arctan 3
2 arctan 2

2+ 2 2

6=
2+ 2 1

2

2+ 2 2 +4 2 2 3
4

sin arctan 3
2 arctan 2

2+ 2 2

若将坐标轴平移至裂尖处 , 0 ，然后将直角

坐标转换为极坐标，令 = cos ， = sin ，将应力

表达式转换成极坐标下的形式，就得到了裂尖局部

的应力表达式。至此，得到了由于在 , 0 作用点

热源时域内的应力场，同理可以计算得到在 点作

用点热源时的应力分布，将两个计算结果叠加即可

得到由于在含有中心裂纹的导电薄板内通入电流

时的应力场。

4 算例

取牌号为 GH2132 的高温合金钢制成的带有

中心裂纹的薄板，如图 1 所示，裂纹长2 =20 mm，

材料的导热系数以 100℃和 900℃时的值作为两点
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拟合成为一条直线后可得 =1.048×10 3，电导率

=1.112×106 m 1，材料的线胀系数及弹性模量

取值见文献 [9]。当初始电流密度 0=3.5×109 A/m2、

=1.5 mm 时,裂尖处的应力值 , , 随 的变化

关系如图 2 所示，其中曲线 1、3、5 分别为 、 、

应力值，而曲线 2、4、6 为考虑了材料的常数随

温度变化时相应的应力值。当 =0时，上述应力值

随 的变化关系如图 3 所示。在图 3 中，曲线 1 为

应力 、 值（由计算得知，当 =0时， 与 值相

等），而曲线 2 为考虑了材料的常数随温度变化时

相应的应力值。同样，若取 =0， =1.5 mm 时 0对

上述应力值的影响见图 4。

图 2 , , ~ 曲线

Fig. 2 Curve of , , ~

图 3 , ~ 曲线

Fig. 3 Curve of , ~

图 4 , ~ 0曲线

Fig. 4 Curve of , ~ 0

5 结论

1）应用复变函数的方法可以求解带有中间裂

纹载流薄板裂尖附近及整个薄板的温度应力场。

2）当通入的电流密度达到一定值时，裂纹前

缘的温度可以达到材料的熔点以上。裂纹前缘熔化

范围的大小取决于通电电流密度、导电薄板材料及

几何尺寸。

3）考虑到熔化区的应力释放，且在通电时间

极其短暂（约为100 s）的情况下，裂纹尖端附近

的应变速率 = 0 将非常大。塑性变型在这样高的

应变速率下来不及发生，故在裂纹尖端熔化区外一

定尺寸范围内，温度应力可以近似地按弹性区来计

算。

4）裂纹前缘产生的温度应力均为压应力，且

随着 和 的变化而变化。计算得知：当 在一定范

围内， 和 的数值相近且均为压应力，随着 的增

大，应力绝对值递减且趋于平缓。

5）由于电磁热效应产生的应力场是一自平衡

系统，拉应力区远离裂纹尖端，因此，可有效地遏

制裂纹的扩展。

6）随着通入电流密度的增加，裂纹前缘处的

压应力的绝对值在增加。适当控制通入电流密度，

即可得到遏制裂纹扩展所需的应力数值。对带有裂

纹的金属构件通入电流瞬间所产生的热应力、相变

, /MPa

×

/mm

/M
Pa

/mm

/M
Pa
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应力与外载荷所产生的机械应力共同作用下的止

裂作用。

本文只给出了温度应力成分的具体计算方法，

为推广电磁热效应裂纹止裂在工程中的应用，打下

了理论分析的基础。
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Stress field around crack tip inside thin current-carrying plate

TIAN Zhen-guo1,2, ZHENG Jian1,3, BAI Xiang-zhong1,2
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Engineering College, Shijiazhuang, Hebei 050003, China)

Abstract: In this paper, a thin current-carrying plate with a penetrated crack is analysed when an instant electric current is switched

on. Complex analysis method is used to propose the way of how to calculate the point heat source which is formed owing to the

heat concentration effect on the crack tip. Furthermore, the temperature field and the stress field near the crack leading edge are

also deduced. Theoretical analysis and experimental surreys show that if the electric current density is controlled, the material

around the crack tip will melt due to the heat concentration effect, at the same time the super passive tissue and the compressive

stress around the crack tip can prevent the crack from propagating. The influence of heat transfer coefficient varying with tempera-

ture on stress field is also discussed.

Key words: thin current-carrying plate; crack tip; temperature field; stress field; complex function


