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湍流大小尺度涡量方程组及其封闭
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摘　要:利用流体大小尺度 (L SS)方程组推导出湍流大小尺度涡量 (L SSV )方程组,给出两个关于

湍流大小尺度涡量的命题,从而得到湍流封闭大小尺度涡量 (CL SSV )方程组。同时,对近程相互作

用命题进行了推广。
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Abstract: By u sing of flu id large2sm all sca le equat ion s, f lu id large2sm all sca le vo rtex equat ion s are

gained. T hen, tw o p ropo sit ion s are listed, and clo sed large2sm all sca le vo rtex equat ion s of tu rbu2
lence are p resen t. T he p ropo sit ion of con t iguou s in teract ion s is generlized.
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　　湍流不仅是一种有涡流动,而且不同尺度旋涡

之间的相互作用并不相同。旋涡相互作用理论的已

有成就主要是Bo ssinesq2Parandt l2T aylo r等的涡粘

性假说,涡粘性模型显然是一个远程 (即旋涡尺度大

小可以分得很开的)相互作用模型[1～ 4 ]。涡粘性概念

构成已有湍流模型的基础,但这些湍流模型都离不

开经验或半经验假定[5～ 8 ]。这是因为仅当小涡尺度

与大涡尺度相距很大,就象分子粘性中分子平均自

由程与流动宏观长度相距很大那样,涡粘性概念才

完全正确的。然而实际情况并非如此,特别是人们普

遍认为相互作用主要是尺度相近旋涡之间的相互作

用。这就是说, 小涡 (涡尺度小于大小涡分割尺度

V
1ö3
c )对大涡 (涡尺度大于V

1ö3
c )的作用,主要是涡尺

度靠近分割尺度的那些小涡的作用[5 ]。在大小涡相

互作用现象中,问题的的特征尺度是分割尺度,量纲

分析表明相互作用大小与分割尺度平方成正比,即

I c∝V
2ö3
c 。最近,文献[ 1 ]提出了湍流大小尺度 (L SS)

方程组理论,对旋涡相互作用和湍流问题作了有益

的新探索。湍流运动包含了宽广的尺度范围,大到流

动边界尺度,小到湍流微尺度 ∃x dm (m = 1, 2, 3) ,若

考虑尺度大于 ∃x dm 的大涡层次与尺度小于 ∃x dm

的小涡层次运动之间的相互作用 (M I) ,则相互作用

的动量大小为

I =
1

V∫V [ (u
→

i - U
→

i) ¨ ] (u
→

j - U
→

j ) ∆V

在涡粘性概念成立,即小涡以扩散方式作用于大涡

的假设下, 由 ( u
→

i - U
→

i ) ( u
→

j - U
→

j ) 可导出著名的

P randt l 混合长关系,这是相互作用 (M I)项正确性

的一个表现。据此,文献[ 1 ]通过流体大小尺度相互

作用 (M I)的比较,假定大小涡分割尺度V
2ö3
c µ V

2ö3
f ,

那么 I
→

cµ I
→

f (其中 I
→

cµ I
→

f 为小涡对大涡的动量相互

作用 (M I)项) ,从而得到流体封闭大小尺度 (CL SS)

方程组。文献[ 2 ]利用对时间2空间的平均运算,得到

了广义涡量动力学 (GVD )方程组。
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1　近程相互作用命题的一个证明

对不可压缩流体,流体运动大小尺度 (L SS)方

程组为

　　¨U
→

c= 0 (1)

　　
5U
→

c

5t
+ (U
→

c¨ )U
→

c= -
1
Θ¨ P c+ v¨U

→
c- I
→

c (2)

和　¨U
→

f = 0 (3)

　　
5U
→

f

5t
+ (U
→

f ¨ )U
→

f = -
1
Θ¨ P f + Τ̈ 2

U
→

f - I
→

f (4)

其中　I
→

c=
1

V c∫V c

[ (u
→

- U
→

c) ¨ ] (u
→

- U
→

c) ∆V (5)

I
→

f =
1

V f∫V f

[ (u
→

- U
→

f ) ¨ ] (u
→

- U
→

f ) ∆V (6)

(U
→

c, P c) =
1

V c∫V c

(u
→

, p ) ∆V

(U
→

f , P f ) =
1

V f∫V f

(u
→

, p ) ∆V

(7)

式中: u
→
为流体质点的速度; p 为压力; V c 和V f 分别

是粗细网格体积元; I
→

c和 I
→

f 为小涡对大涡的动量相

互作用 (M I)项,假定V cµ V f。

记V 为H ilbert 空间, (·,·)为V 上的内积,

‖·‖为V 上的范数。文献[ 1 ]首先给出近程相互

作用命题,下面给出该命题的一个推广。

命题 1　若V = R
n 上的N avier2Stokes方程组

5u
→

5t
+ (u¨ ) u = -

1
Θ¨ p + v¨ u (8)

　　解 u j ( j = 1, 2,⋯, n)连续可微,它的流体运动大

小尺度 (L SS)方程组为式 (1)、式 (2) , 则对任意 i, j

= 1, 2,⋯, n ,有

　　‖ (u i- U ci, u j - U cj )‖µ‖ (U f i- U ci,U f j - U cj )‖ (9)

证　N S 方程组解 u j ( j = 1, 2,⋯, n )连续可微,

由积分中值定理知,存在 Ν= (x c1, x c2,⋯, x cn )∈V c,

Γ= (x f 1, x f 2,⋯, x f n)∈V f 使得

(u i- U ci, u j - U cj ) = (u i-
1

V c∫V c

u i∆V , u j -
1

V c∫V c

u j ∆V ) =

　 (u i (x , t) - u i (Ν, t) , u j (x , t) - u j (Ν, t) (10)

(U f i- U ci, U f j - U cj ) =
1

V f∫V f

u i∆V -
1

V c∫V c

u i∆V ,
1

V f∫V f

u j ∆V -

　 1
V c∫V f

u j ∆V = (u i (Γ, t) - u i (Ν, t) , u j (Γ, t) - u j (Ν, t) (11)

不失一般性, 可假设 ∃x c1 = ∃x c2 = ⋯= ∃x cn ,

∃x f 1 = ∃x f 2= ⋯= ∃x f n。那么,据 u j ( j = 1, 2,⋯, n )

连续可微, 必存在正数M > 0 (只与流体区域V 有

关,与V c,V f 无关) ,使得

‖ (u i (x , t) - u i (Ν, t) , u j (x , t) -

　u j (Ν, t) )‖ µ M 2∃x 2
c (12)

‖ ( (u i (Γ, t) - u i (Ν, t) , u j (Γ, t) - u j (Ν, t) )‖µ
‖ ( (u i (x , t) - u i (Ν, t) , u j (x , t) - u j (Ν, t) )‖±

‖ ( (u i (Γ, t) - u i (x , t) , u j (x , t) - u j (Ν, t) )‖±

‖ ( (u i (Γ, t) - u i (x , t) , u j (Γ, t) - u j (x , t) )‖±

‖ ( (u i (x , t) - u i (Ν, t) , u j (Γ, t) - u j (x , t) )‖µ

M
2 (∃x

2
c±2∃x f ∃x c±∃x

2
f ) = M

2∃x
2
c 1±2

∃x f

∃x c
±

　
∃x f

∃x c

2

(13)

由V cµ V f 知,V fV
- 1
c ν 1,从而有

‖ (u i (x , t) - u i (Ν, t) , u j (x , t) - u j (Ν, t) )‖µ
‖ (u i (Γ, t) - u i (Ν, t) , u j (Γ, t) - u j (Ν, t) )‖ (14)

　　至此近程相互作用命题得证。

2　湍流大小尺度涡量 (L SV )方程组

由张量分析知,可以将式 (2)表示为如下形式

5U
→

c

5 t
+ ¨ 5U

→
2
c

2
- U
→

c×8
→

c= -
1
Θ¨ P c+ Τ̈ 2

U
→

c+

　 1
V c∫V c

¨ U
→

2
c

2
∆V -

1
V c∫V c

(u
→

- U
→

c) (8
→

- 8
→

c) ∆V (15)

按照通常的假定,湍流场满足微分和积分运算

次序可交换的数学性质。以¨叉乘式 (1)～ (4) ,即得

湍流大小尺度涡量 (L SV )方程组为

　¨ 8
→

c= 0 (16)

　
58
→

c

5t
+ (U
→

c¨ ) 8
→

c= (8
→

c¨ )U
→

c+ Τ̈ 28
→

c+ #
→

c (17)

和 ¨ 8
→

f = 0 (18)

　
58
→

f

5t
+ (U
→

f ¨ ) 8 f = (8 f ¨ )U f + Τ̈ 28 f + # f (19)

其中

#
→

c=
1

V c∫V c

[ (u
→

- U
→

c) ¨ ] (8
→

- 8
→

c) ∆V -
1

V c∫V c

[ (8
→

-

8
→

c) ¨ ] (u
→

- U
→

c) ∆V (20)

#
→

f =
1

V f∫V f

[ (u
→

- U
→

f ) ¨ ] (8
→

- 8
→

f ) ∆V -
1

V f∫V f

[ (8
→

-

8
→

f ) ¨ ] (u
→

- U
→

f ) ∆V (21)

表示小涡 (涡尺度小于大小涡分割尺度V
1ö3
c )对大涡

(涡尺度大于V
1ö3
c )和更小涡 (涡尺度小于大小涡分

割尺度V
1ö3
f )对小涡 (涡尺度大于大小涡分割尺度

V
1ö3
f )的涡量输运。

限于篇幅,下述命题 2, 3的证明在此从略。

命题 2　若湍流质点运动涡量方程组 8
→

j ( j = 1,
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2, 3)连续可微,则有

　[ (u
→

- U
→

c) ¨ ] (8
→

- 8
→

c) µ [ (U
→

f - U
→

c) ¨ ] (8
→

f - 8
→

c) (22)

　[ (8
→

- 8
→

c) ¨ ] (u
→

- U
→

c) µ [ (8
→

f - 8
→

c) ¨ ] (U
→

f - U
→

c) (23)

　　命题 3　若湍流质点运动涡量方程组 8
→

j ( j = 1,

2, 3)连续可微,则对任意 j = 1, 2, 3,有

　# (1)
cij =

1
V c∫V c

(u j - U cj )
5

5x j
(8 i- 8 ci) ∆V∝V

2ö3
c (24)

　# (2)
cij =

1
V c∫V c

(8 i- 8 ci)
5

5x j
(u j - U cj ) ∆V∝V

2ö3
c (25)

　　不失一般性,假设

∃x f

∃x c
=

∃y f

∃y c
=

∃z f

∃z c

则由式 (24)、(25)推出

#
→

f =
1

V c∫V c

[ (u
→

- U
→

c) ¨ ] (8
→

- 8
→

c) ∆V -
1

V c∫V c

[ (8
→

-

8
→

c) ¨ ] (u
→

- U
→

c) ∆V µ ∃x f

∃x c

2

#
→

c (26)

若
∃x f

∃x c

2

ν 1,则有û#
→

f ûν û#
→

cû。记

#
→

cf =
1

V c∫V c

[ (U
→

f - U
→

c) ¨ ] (8
→

f - 8
→

c) ∆V -
1

V c∫V c

[ (8
→

f -

8
→

c) ¨ ] (U
→

f - U
→

c) ∆V (27)

另一方面,由涡量输运的近程相互作用关系式

(22)、(23) ,可知 #
→

cµ #
→

cf。综合湍流大小尺度涡量

(L SSV )方程组式 (16)～ (19) ,将两方程组相减,即

可得到如下近似封闭大小尺度涡量 (CL SSV )方程

组

　　¨ 8
→

c= 0 (28)

　　
58
→

c

5t
+ (U
→

c¨ ) 8
→

c= (8
→

c¨ )U
→

c+ Τ̈ 28
→

c- #
→

cf (29)

和　¨ (8
→

f - 8 c) = 0 (30)

　　
58
→

cf

5t
+ (U
→

cf ¨ ) 8
→

cf = (8
→

cf ¨ )U
→

cf + v ¨ 28
→

f - (U
→

cf ¨ )·

8
→

c- (U
→

c¨ ) 8
→

cf - (8
→

cf ¨ )U
→

c- (8
→

c¨ )U
→

cf + #
→

cf (31)

其中, 8
→

cf = 8
→

f - 8
→

c。在CL SSV 方程组式 (28)～ (31)

中, 含有小涡 (涡尺度小于大小涡分割尺度V
1ö3
c )涡

量 8
→

f 及速度U
→

f ,大涡 (涡尺度大于V
1ö3
c ) 8
→

c 及速度

U
→

c。结合文献[ 1 ]得到的近似封闭大小尺度 (CL SS)

方程组知, CL SSV 方程组式 (28)～ (31)是近似封闭

的。在CL SSV 方程组式 (28)～ (31)中,小涡 (涡尺

度小于大小涡分割尺度V
1ö3
c )对大涡 (涡尺度大于

V
1ö3
c )的涡量输运等于邻近小涡 (涡尺度大于V

1ö3
f 但

小于V
1ö3
c )对大涡的涡量输运 (即- #

→
c µ - #

→
cf ) , 该

涡量输运的量值很大于更小涡 (涡尺度小于V
1ö3
f )对

大涡 (涡尺度大于 V
1ö3
f ) 的涡量输运 (即 û #

→
f û ν

û#
→

cû )。
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