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摘要 利用特殊函数的 加法公式和波函数展开方法得出了圆夹杂内作用集中力的格林函数 根据

函数的渐近性质
,

对所得格林函数的奇异部分和有界部分进行了分离 利用所得的格林函数和互易定理得出了

圆夹杂内裂纹在 波作用下的散射场 根据裂纹的散射场建立了圆夹杂内裂纹的超奇异积分方程 对超奇异

积分方程的数值求解
,

可得裂纹端点的动应力强度因子
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,

波
,
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,
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引 言 格林函数的建立

近年来
,

随着复合材料的广泛应用
,

夹杂和裂

纹在弹性波作用下 的相互作用 问题得到人们 的重

视 一 ,

这些研究对复合材料的强度设计具有重

要意义 但不难看出以前的研究局限于界面上的裂

纹或基体内的裂纹在弹性波作用下和夹杂的相互作

用
,

而对于在圆夹杂内的裂纹对弹性波的动力响应

的研究则尚未见文献报道 在外载作用下
,

含夹杂

的复合材料
,

由于应力集中的影响
,

在夹杂周围及

夹杂中或夹杂界面上常常会萌生裂纹 裂纹萌生的

位置受到多种因素的影响
,

例如 基体材料和夹杂

材料的断裂韧性
、

界面的断裂韧性
、

基体材料和夹

杂材料的模量比以及外载等因素 因此
,

对弹性波作

用下裂纹在各种位置和夹杂相互作用问题的研究
,

无疑能够为复合材料的强度设计提供更完备的理论

基础

本文以格林函数和超奇异积分方程为工具
,

讨

论裂纹在圆夹杂内时对 波的动力响应 为了求

解本文的问题
,

首先利用特殊函数的 加法公

式 和波函数展开方法得出了圆夹杂内作用集中

力时的格林函数 利用 函数的渐近性质
,

对所得的格林函数的奇异部分和有界部分进行了分

离 根据所得的格林函数和互易定理 得出了圆夹

杂内裂纹在 波作用下的散射场
,

利用所得的散

射场建立了圆夹杂内裂纹的超奇异积分方程 对超

奇异积分方程的数值求解
,

可得裂纹端点的动应力

强度因子
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格林函数的得出

为了建立圆夹杂内裂纹的积分方程
,

必须首先

建立圆夹杂内作用集中力时的格林函数 设圆夹杂

的半径为
,

剪切模量和密度分别为 户 , ,

基体

的剪切模量和密度分别为 拜 ,

设简谐单位集中力
一耐 作用在圆夹杂内的 点处

, 二 声
,

其中

为 点的极半径
,

为 点的极角
,

训二丁

图 圆夹杂内作用简谐集中力

集中力作用在圆夹杂内时的格林函数
,

可分为

圆夹杂内部分和基体内部分 显然
,

圆夹杂内的格

林函数和基体内的格林函数必须满足界面上位移和

应力的连续性条件 圆夹杂内的格林函数又可分为

由集中力所引起的入射波
,

及由于界面的反射而引

起的反射波 在本文中集中力所引起的入射波称为

格林函数的主要部分
, ,

而界面的反射波

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



年 第 卷

则称为圆夹杂内格林函数的辅助部分
。 ,

因

此
,

圆夹杂内的格林函数可表示为

, 。 , , 二

圆夹杂内格林函数的主要部分 。 ,

由无限平面

中的反平面集中力的解所确定

〔

· ‘, ·
, 一 众里一‘· “

·

, 段, ‘ “ ’
·

了 ‘ —、」

二 夕 一 夕
二

刀
, 户二 户亡 ,

下文中的 。涵义相同

下诚

· ‘, · , 一 端 犷’“ “一 ,,一 ’, ‘

式中 。 , , 分别为夹杂的剪切模量及波数 各
为零阶第一类 函数 一 耐 为时间因子

,

式中 。 二 时
, 饥 二 饥 全 时

, 二 ,

为 函数
,

设圆夹杂内格林函数的辅助部分及

基体内的格林函数可表示为

文中所有共同时间因子 一 耐 都将略去 之 几
。 ‘, 一 艺 。亡 二 , 一 ·

为集中力的作用点、 几 氏 为观测点 根据

加法公式
,

圆夹杂内格林函数的主要部 分可表示

为 ‘,

艺 沃, 壳 。 二 一 ·

乙一拼一
, , ‘,

艺 爪 。 、, 户。

段
, 。之

。 一 , 户

则根据式
, ,

及圆夹杂与基体的连续性条件

可得

、、、万
,﹄匕︸匕

、
廿才、

二

。

。 、 。 。 、, 段
‘

、几 段 、几 一 。 、 段
‘

、几 段 、几

料 、 认 、几 段 、几 一 。 、 段
‘

、五 、几

、
, 。 。 、 。二

〔氛 、几 段 、尺 一 段
’

、、几 二 、、尺

。 , 、 氛 、几 段 、几 一 拼 、 段
’

、几 、尺

显然
,

根据式
, , ,

所确定的位移场
,

利用

几何关系和本构关系可得格林函数所确定的应力

格林函数的分解

由式 可知
,

当 升 之 时
,

格林函数所确定的

位移趋于无穷大 因此
,

当利用式 直接计算格林

函数的主要部分时
,

则当 ‘ 分 时
,

便不能准确地

计算格林函数 此外
,

为了建立裂纹的超奇异积分

方程
,

也必须把格林函数主要部分的奇异部分分离

出来
,

以单独进行处理

下面考虑如何从式 所确定的应力分量中分

离出奇异部分 分离奇异部分的关键在于如何从级

数形式的格林函数中提出发散部分
,

并求出发散部

分的封闭表达式 为了说明问题
,

以式 所确定
的 君

, ,

为例来说明奇异部分的分离 考虑到

第一类 函数和 函数有如下的渐近性

质

则式 所确定的应力 异
尹 , 二 可表示为

·、
· , 一

全粤
、。。

段, “ 。·

卜

众 瓮
”‘

一 二 。 一 。
二 十

粤。、‘。‘

舒, 、, 。 十

名瑞 瓮
‘厂

。二 。一 。 ,
,

、‘ 。

由于上式中的第 项己减去发散部分
,

所以当 亡斗

时
,

该级数收敛 上式中的第 项显然有界 当 井 二

时
,

上式中的第 项趋于无界
,

但该部分有如下的

封闭表达式

于土 些 、
‘几

怠
二户, 夕

二

一 二

卜

鱼 一 , “ 一 ”·

, 爪冬
夕

饥
一八一八

、、艺︹一户

一兀
回 。 丛鉴卫 警

一 ,

爪

一 ·

卜 扁看
一 ,

、 上
开 名 一

一 口亡

一才 一
亡 二
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卜尸飞、小一口

刹式中

确定的

和
,

即

万 一 口 云 户, 一 ‘

因此
异

· , ,

可分解为 熬 ‘,

与 。

所
,

的

上式所示 的奇异应力除了时间因子 一 切‘ 外
,

和 圆

夹杂内作用静态集中力解的奇异部分完全一致 回

。

欺
, 一

炭粤、、, 。 段, 、, 。二

卜

一 “

众 瓮
一 一 饥 ” 一 夕

·

’

、‘了、、了︸
了

了‘、、

鲁。“之。亡

吕
‘ ’“亡。·

,
云

黔 ‘, ·
, 一 去名 一

一 亡

万 一 艺
。 二

式中 下标 表示有界部分
,

而下标 则表示奇异

部分 式 所确定的应力 二 · ,
,

也可进行类似

的分解
,

另外
,

由式 确定的格林函数的应力分

量也可进行类似的分解
,

限于篇幅这里不再列出

此外
,

式
,

所确定的应力分量的奇异部分
,

在直角坐标系 卿 中可统一表示为

熟 。, 一 。

杂
。,

万 之 一 艺

圆夹杂内裂纹超奇异积分方程的建立

本文所研究的圆夹杂内裂纹对 波的散射问

题
,

总波场可分解为两部分
,

一为假设裂纹不存在

时的 自由波场
,

二为由于裂纹的存在所引起的波场

改变
,

即散射波场 带有圆夹杂的无限平面在平面

波作用下的自由波场
,

可通过波函数展开方法得

到 而散射波场则可利用上面建立的格林函数及互

易定理
,

通过裂纹面撕开位移的积分来表示 得

出自由波场和散射波场后
,

根据 自由波场和散射波

场的叠加满足裂纹表面 自由的条件即可得圆夹杂 内

裂纹的超奇异积分方程

裂纹散射场的确定

设裂纹 的半长为 端点为
,

裂纹和 轴

的夹角为 风 点的极角和极径分别为
,

裂

纹 和通过 点的坐标轴 的夹角为 侧图

下面讨论格林函数辅助部分的分解 式
,

所确定的格林函数辅助部分的应力
,

当 和 都远

离夹杂界面时
,

格林函数的应力有界 但当 号 毛

丹 以 时
,

则无界 当分析终止于圆夹杂和基体界

面的裂纹时
,

必须分析裂纹和界面接触点处 的奇异

性 因此
,

必须把奇性应力从格林函数辅助部分中

分离出来 限于篇幅这里只给出辅助部分应力分量

异
·

,
,

的分解
,

按上述类似的方法可得

汉

熟 , , · 一 艺 「
。 一‘认 。亡

”忑

图 圆夹杂内的裂纹

拼 一 拼

二 拼 户 户

【
亡 一 二

」

旦鱼 、期

拼 。 台 户‘

, 二 一 ,

二吟 、 土竺止竺竺 弓爹毕
二 县二浮、以 、勺 一 月 ,

、 子 二 ’

子 , 、一 一

“ “

”
任 拼 十 拜 一 “ 一 ‘名

式中下标 和 和式 中有相同的含义 式
,

式 所确定的应力分量
· ,

及由式
,

式

所确定的基体内格林函数的应力分量可完全类

似地进行分解
,

这里不再列出 由式
,

式

所确定的应力分量的奇异部分 。
熟仕

, ,

熟 。
, 二

在直角坐标系 中可表示为

由于格林函数分解为奇异部分和有界部分
,

类

似地
,

裂纹 的散射场也分解为奇异部分和有界部

分 首先讨论 引起的散射场的奇异部分 设沿

裂纹面的撕开位移为 少 司
,

三 。 三
,

则根据格

林函数的奇异部分
,

式 和式 及互易定理

可得裂纹 散射波场奇异部分的应力在坐标系 ,

中的表达式为
产 八 。 尽

课间 一 ‘

课回 一

器
少间社示

拼 户 一 拼

万 拜 拼

。一 。 尽
,

,

二 、 ‘ 、

少 气 ,又弃二不万
“

牡

赵 一 拜 万
式中上标 , 表示裂纹 所产生的圆夹杂内散射场

,

。

熟 ‘, 一 ‘二杂 ‘,

闪 内 一 亡牙
下标 代表散射场的奇异部分

,

其中 一 几 一
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, 为观测点
,

而 亡 户 ‘乡‘ 户、 ‘ 。 ‘ 以
招 为

积分点 类似地
,

裂纹 散射场的有界部分可通过

格林函数的有界部分及互易定理 得到
,

其应力在

极坐标系下的表达式为

超奇异积分方程为

户
丁丁一

·

乙

少 。

二 一

拼
十 二 ,

拼 一 拼

拼 科

·

、。一 。

关
“ · ·

蜂黔丝

竺漂男
。。 · 口一 “‘ ’

噪男尸鲁男
·

· 。 。一 廿

·

、
·。一

瓮关
’“ · · 旦竺镜兰三兰

击 , 、。 「 瓦
一

少 飞 , 二二二二, 二 二下万
、 ,

口‘ 子 今 、名
‘ 戈 ‘ 一 ‘ 寿

了大

锐

, 。 、。 , 。

一 二

三 三
, 任

八

九厂大

。 , 二 、

以 以 之 、‘ , 匆 】 口

一 骊丁一 」 、 十 。 一 口‘少

「 。份君 、 外
,

、
二兰生 五竺二卫 丫兰型退竺二卫

·

口
二

’

二 」

。‘ 。 口一 亡 。 ‘

式中下标 表示散射场 的有界部 分
, 。

黑
,

劝
,

熟
, ,

熟
, 二 ,

熟
,

为圆夹杂内格林函数

的主要部分和辅助部分的有界应力分量

夹杂内裂纹超奇异积分方程的建立

通过上面的分析 已得出了和 圆夹杂相互作用 的

裂纹的散射波场 平 面 波作用下
,

圆夹杂内的 自

由波场可通过波函数展开方法得到 设入射波为

式中的 表示该超奇异积分按照有限部积分的定

义来理解 〔“
,

其中 户 ,

一 户, ‘“ , “ 为

配置点
, 亡 户 ‘ ‘ 户、 ‘段 。 ‘“ 月 为积分点

,

帐
,

为积分方程的有界核
,

可利用式 来确

定 值得指出的是由于积分方程 所用格林函数

的辅助部分 已实现奇异部分和有界部分的分离
,

故

该积分方程适用于圆夹杂内任意位置的裂纹问题
,

包括裂纹终止于界面的情形

数值结果

式 所示的超奇异积分方程 已经有比较标准

的求解方法
,

这里不再讨论 设超奇异积分方程

的未知函数 到司 在裂纹端点
,

有如下的渐近表

达式
少 。‘

嵘 二

少 。 一 。 ‘

嵘 。

利用 积分的端点性质
,

根据坐标系 城叭

中端点
,

领域内的奇性应力可得端点
,

的动

应力强度因子为
。 ‘ , ‘ , 守 ‘ , “

艺 。‘ 。 。二 二 一 、
凡

砰斤
一 一 , 万一 赵 嵘

。。 一

牵
。 , , 氰

任 一

根据波函数展开方法
,

即可得基体内和 圆夹杂内的

散射波场
,

限于篇幅这里不再列 出 在本文中

自由波场用上标 表示

自由波场和散射波场的叠加满足裂纹表面的 自

由条件
,

则对裂纹上的任意配置点 图 有

二

吞 毓, 一 , “ 任 ‘

式中 上标 , 则表示裂纹在圆夹杂内的散射场
,

应

力分量下标 刁至表示该应力为坐标系 生绒 中的分

量 把式
,

代入上式
,

则得圆夹杂内裂纹的

算例 设圆夹杂内的裂纹沿径向
,

且在 轴上
,

关于 夕 轴对称 图
,

裂纹长度为
, 拼 科 ,

,

为
, , ,

平面 波

入射
,

裂纹端点的动应力强度因子可表示为

凡 凡 拜 ‘ 甲下豆概

赵 、瓜五丸 。

式中 、,

凡 分别为入射波的振幅和基体的波数 由

于 概
,

勺 均为复数
,

所以图 给出了裂纹端点动

应力强度因子的绝对值随无量纲波数 的变化
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,

‘

,

上

—一
一

。

,,

、、 、 、 、、

人人人人人人人人人人人人人人人人人人人人一
。 、 一

犷犷 一一一
一

飞飞飞飞

“
、 、 、、 、、、

一一 ’ ‘

一 止
、、、、 一

一 飞、、

沁‘戈戈
二二二二二

一
、

丫一

之几几

阵 ,,,, 一一 一
户户户户户如口 护一一一

无

图 算例的数值结果
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