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多裂纹导电薄板电热温度场和应力场的计算 
 

 

田振国 1,2，马世麟 1,2，白象忠 1,2，付宇明 1,3 
(1. 中国科学院力学研究所，国家非线性连续介质力学重点实验室(LNM), 北京 100080;  

2. 燕山大学建筑工程与力学学院; 3. 燕山大学机械工程学院, 秦皇岛 066004) 

 

摘  要：讨论了对带有 n个共线裂纹的薄板，在无穷远处加载电流实施止裂时板内的温度场和应力场。文

中利用了复变函数的方法计算得到了电流场、温度场和应力场的分布状态。计算中考虑了材料热传导系数、

线胀系数、弹性模量随温度的变化。作为算例，以带有两个共线裂纹、牌号为 2132GH 的高温合金制成的

薄板进行了计算，给出了应力、温度与加载的电流密度及裂纹尺寸的关系；分析了导热系数随温度的变化

对温度场数值的影响。 
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CALCULATION OF THE ELECTROTHERMAL TEMPERATURE AND 
STRESS FIELDS IN A CONDUCTIVE THIN PLATE WITH MULTIPLE 

CRACKS 
 

TIAN Zhen-guo1,2 , MA Shi-lin1,2 , BAI Xiang-zhong1,2 , FU Yu-ming1,3 

(1. The State Key Laboratory of Nonlinear Continuum Mechanical(LNM), Beijing 100080, China;  

2. Institute of Civil Engineering and Mechanics, Yanshan University, Qinhangdao 066004, China;  

3. School of Mechanical Engineering Yanshan University, Qinhuangdao 066004, China) 

 

Abstract:  The temperature and stress fields in a thin plate with collinear cracks are determined in this paper 

when an electric current is activated to stop crack propagation at remote distance from the cracks. A complex 

function method is used to find the distribution of the electric current, temperature and stress fields. Temperature 

dependency for the heat-transfer coefficient, coefficient of linear expansion and the elastic modulus are considered. 

As an example, the temperature and stress fields of a high temperature alloy (No.GH2132) plate with two 

collinear cracks is calculated. Relationships between the stress, temperature, electric current density and crack 

size are obtained. The effect of variation of the heat conductivity factor with temperature on the temperature field 

is also discussed. 

Key words:  thermal-magneto-elasticity couple; crack prevention; complex function; stress field; thin 

current-carrying plate 
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1  引言 

    近年来，关于电磁场效应的研究，特别是涉及

到应变、温度及电磁场的磁-热-弹性耦合理论的研

究，引起了人们的极大关注。原因是这一理论在各

个领域内能够得到广泛的应用。其中，利用电磁热

效应来遏制裂纹的扩展，就是解决工程实际应用之

一例。利用电磁场的热效应对带有裂纹的导体止

裂，具有特殊的优越性就在于能够保持外力作用不

变，方法简单，收效迅速且具有实际应用价值。 

    从实际应用出发，在导电的裂纹体中，多裂纹，

特别是多个共线裂纹的存在是比较普遍的。本文利

用了复变函数的方法研究了对带有 n个共线裂纹

的薄板，在无穷远处加载电流实施止裂时板内的电

流场、温度场和应力场。在计算中考虑了材料热传

导系数、线胀系数、弹性模量随温度的变化等因素

的影响。作为算例，以带有两个共线裂纹、牌号为
2132GH 的高温合金制成的薄板进行了计算，给出

了应力、温度与加载的电流密度及裂纹尺寸的关

系。同时，分析了导热系数随温度的变化对温度场

数值的影响。 

2  带有 n个共线裂纹载流薄板温度场 

2.1电流密度的分布 

    厚度为 h2 的无限大导电薄板如图 1所示，在板
所在的复平面 z中有 n个长度分别为 kL 的共线裂

纹，则有 ∑
=

=
n

k
kLL

1

。垂直裂纹通入强度为 oJ 的电

流，域内的电流强度 I 与电流密度 J 有以下关系[1]： 
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图 1  带有多个共线裂纹的载流薄板 

Fig.1  A thin current carrying plate with multiple collinear 

cracks 

 

    在 复 平 面 iyxz += 中 ， 定 义 解 析 函 数

iVIzT +=)(ϕ ，且 J 和V 满足 RC − (柯西—黎曼)

条件。由此有[2]： 
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在 L上的边界条件为： 
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式中： s为在裂纹边界 L上的点，式中的“+、-”
号分别表示对应于裂纹上下边界的量， )(sf 和 )(sg

为在 L上满足迪里赫里条件的函数，具有下面的形

式： 
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    则满足边界条件(3)的问题的普遍解有如下形

式[3]： 
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)(s+χ 表示沿裂纹正向作积分，则有： 
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    为确定多项式的其他系数 nccc ,,, 21 K ，采用同

一电流强度条件，令它的周期循环值等于零，即：

0]d)(Re[ =∫ zzTΦ 。再由式(4)及边界条件(3)可得： 

0)( =sf ， 0)( =sg                 (5) 

    这样可以得到一个 n元线性方程组，该方程组
包含有 n个未知数 nccc ,,, 21 K 。同时考虑无穷远处

的边界条件，可知
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确定所有的未知系数。 

2.2 求解热源功率 

    由电磁热效应原理可知,电流在导体中流动时

会产生热量。且电流密度越大温度就越高。由于裂

纹对电流的扰动影响，在裂尖附近电流密度急剧增

大。所以，裂尖处的温度要比域中其他部分高出很

多。假设由于电流作用下的温度场是由各裂纹尖端

处的点热源生成的，考虑到导电薄板的极好的导

电、导热性能，各裂纹尖端处的热源功率可由下式

求得[4]： 
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式中： h为板厚的一半；σ 为材料的电导率。 

2.3 温度场的确定 

    当电流流经带有 n个共线裂纹的导电薄板时，

就相当于在裂尖处放置了一定功率的点热源。这

样，原问题就转化为求解由 n2 个分布在裂尖处的点

热源作用产生的温度场。此时，域内的温度场可以

认为由两部分组成，即： 
)()()( *0 zTzTzT +=           (7) 

)(0 zT 为无裂纹平面内由 n2 个点热源作用产生的温

度场， )(* zT 为裂纹对温度场的扰动值。 

    对于无裂纹平面分布有点热源所形成的温度

场，可以方便地由以下复变函数的形式表示[5]： 
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热传导系数， )( kaQ ， )( kbQ 分别为裂纹 kL 左右两

个裂尖处的热源功率，可以由式(6)计算得到。由此

可以确定： 
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    假设这里考虑的裂纹是绝热的，即热流不能穿

越裂纹。此时，可以得到以下热的边界条件： 
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由式(7)及式(10)有： 
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则此时 )(* zT 可以写成下面的形式[5]： 
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式中： c为实常数，是无裂纹和热源时板初始温度
的 2倍， )(τϕ 为定义在边界 L上的实函数。在边界

上有：  
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±号分别表示裂纹的上，下边界值； 0α 为 0τ 点处

裂纹边界的法线与 ox轴的夹角。由于本文所讨论的

问题中的裂纹共线，且均在 ox上。故有： ττ = ；

20
π

α = 。将这些值带入到式(11)、(13)中，计算可

得： 
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式中： kb 为裂纹的张开宽度。若取板的初始温度为

Co0 ，即 0=c 。又由题设可知裂纹为直裂纹，即
0→kb ，再考虑到式(14)可得 0)(* =zT 。这表明：

当点热源与裂纹共线时，裂纹对温度场无扰动。由

式(8)得到了由 n2 个点热源作用下的带裂纹薄板的

温度场的表达式：  
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3  考虑到材料的热传导系数随温度
变化时温度场的计算  

    由于纯金属或合金中热传导系数是晶格热传

导系数和电子热传导系数的总和，温度的变化影响
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了晶格及自由电子的能量传递，从而导致了热传导

系数的变化[6]。 

    假设导热系数随温度成线性变化，即： 
)1(0 Tλβλλ +=                    (17) 

式中 λβ 为修正系数。此时，温度函数所满足拉普

拉斯方程为[7]： 
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于是，式(18)就变换为经典的拉普拉斯方程：  
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    求解未知量 H 的过程同上文中求温度 T 的方

法相同，求得 H 后，即可根据式 λ=
∂
∂

T
H
来确定式

(8)中的
kam 和

kbm ，再由式(16)可得到相应的温度

值。 

4  带有 n个共线裂纹载流薄板应力
场 

    由于对称性，可以将无限大平面中的问题转化

到具有混合边界条件的半平面问题[8]。这里，用 L′

来表示位于 ox轴上的无裂纹部分。取下半平面
)0( <y 作为计算域。相对于该域的基本公式如下所

示[3][4][9]： 
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其中： )(zΦ 为在 )0( <y 的域内的调和函数； vu, 为

位移分量； YX , 为作用在某弧段 ba ′′ 上力的主矢
量；µ 为材料的剪切模量； νκ 43 −= ； tEαβ 2= ；

ν 为材料的泊松比；E为材料的弹性模量； tα 为材

料的线胀系数。 
    由于在域内 kk ba , ),1( nk = 处放置有点热源，在
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若在边界 L′上给定位移分量，而在 L上给定外应力
分量 yσ 和 xyτ ，由本题的条件可知： 

         0=+ ivu  ( 在 L′上)；  
 0=− xyy iτσ    (在 L上)      (26) 

利用基本公式(23)和(24)得到对于函数 )(zΦ 的边界

条件： 

)(0)()(

);()()()( 0

上在

上在

Ltt

Ltgtt

=−

′=+
+−

+−

ΦΦ

ΦΦκ
     (27) 

其中： )()(0 tFtg β−= ， t 为裂纹上的变量。 

    由(24)式确定的函数在点 kk ba , ),1( nk = 处有

奇异性，对于边界问题(26)的解可有如下形式： 
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)(
)()()( 0 zPz
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zBzAz nL
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τχ

ττ
π

χ
Φ +++= ∫ +  (28) 

式中： n
nn

n czczczP +++= − .....)( 1
10   

     2

1

1

2

1

)()()(
−

=

−
−−= ∏ k

n

k
k bzazzχ 。 

    利用无限远处的条件可以得到 00 =c ，

π2
1

iYX
c

+
−= 。其中 YX , 为在边界 L上外载荷的主

矢分量，将表达式(28)两侧乘上 td 并且在 L′上积
分，结果注意到 )(tΦΦΦ == −+ ，在 L′上得到了

1−n 个等式： 

0d)()1(
1

0 =+ ∫ + ttgk

k

a

b
κ          (29) 
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    在此基础上找到系数 nccc ,,, 32 L 的值。表达式

(29)这一线性方程组单值可解，因此，按照解的唯

一性理论，同一类的方程组有唯一的零解，

032 ==== nccc L ，考虑到点热源的位置，可知

)()( zBzA −= ，积式(28)中的柯西积分,且将所求得的

各系数带入到方程中去可得 )(zΦ 。 

    此时，考虑式(20)，(21)，(22)可以得到： 

∑
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对上式分离其实部与虚部即可得到各点的应力分

量 xyyx τσσ ,, 的表达式，其中，弹性模量 E及线胀

系数 Tα 可按相应的材料查表获得对应的温度下的

数值。 

5  算例 

    牌号为 2132GH 的高温合金制成的带有两个共

线直裂纹的薄板，板厚 mm22 =h 、裂纹长

mm10=a 、 310048.1 −×=λβ 、电导率 61012.1 ×=σ  
1)( −⋅ mΩ 、材料的导热系数、线胀系数、弹性模量

及其随温度变化均按文献[10]给出的数据取值。图

2中 b、a为不考虑导热系数随温度变化时左侧裂纹

的左、右裂尖处的温度值与通电电流密度的关系曲

线；而 d、c 是对应点处考虑了导热系数变化时的

温度变化关系曲线，右侧裂纹裂尖处的温度值与左

侧对称。 

 
图 2  曲线 0~ JT  

Fig.2  Curve 0~ JT  

    图 3 中曲线 a、b 分别表示裂纹延长线上和裂

尖点处垂直方向上 mm1 处的 xσ 与 0J 之间的变化

关系的理论计算值，曲线 d、c 为对应的数值模拟

值。图 4中的曲线 2、1为当 28
0 A/m107.0 ×=J 时左

侧裂纹的左、右裂尖处 xσ 与裂纹长度 a之间的变化

关系。图 5为采用 ANSYS5.6.1计算得到的应力场

云纹图，所用参数同上。 

 
图 3  0~ Jxσ 曲线 

Fig.3  Curve 0~ Jxσ  

 
图 4  ax ~σ 曲线 

Fig.4  Curve ax ~σ  

 
图 5  应力场云纹图 

Fig.5  The stress xσ  field 

6  结论 

   (1) 从图 2 中可以看出当温度值很高的情况下
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热传导系数随温度值变化的影响是不能忽略的。加

载的电流密度对板内的温度的影响十分显著，决定

了止裂的效果。 

   (2) 从图 3 中可以看出电流密度越大裂尖附近

处的应力值越高，垂直方向上的的应力比沿裂纹方

向上的应力值要稍小一些，数值计算结果同理论计

算结果规律一致，其结果要比理论计算得到的应力

值稍大一些，且均为压应力。 

   (3) 图 4表明当相对尺寸 a变化范围不大时，应

力变化明显，当增加到一定值时(13mm)变化逐渐趋

于平缓，表明相互影响变小。这是由于两个共线裂

纹端点间距随裂纹尺寸增加而增加的缘故。 
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