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文章编号 :1000-0887 (2004) 08-0837-10

湍流不同尺度间的近程和共振
作 用 规 律 及 应 用

Ξ

高　智

(中国科学院 力学研究所 ,北京 100080)

(我刊原编委卞荫贵推荐)

摘要 :　从 Navier- Stokes方程出发 ,研究了湍流不同尺度间的相互作用规律 ,给出相近尺度间近程

粘性应力的积分和微分表达式·　引入极相近尺度之间共振相互作用的概念 ,得到共振粘性应力的

微分表达式·　利用共振粘性应力张量获得不含经验关系和常数、近似封闭的大涡模拟 (LES)方程

组·　利用近程和共振粘性应力张量获得不含经验关系和常数、近似封闭的湍流多尺度方程组·　讨

论了湍流多尺度方程的性质及用于湍流计算的优点 ,尺度间相互作用的近程特性说明 :多尺度模

拟是湍流计算很有价值的方法 ,并列举了算例·　
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引　　言

湍流包含了宽广的时间、空间尺度范围 ,不同尺度之间的非线性相互作用对湍流的演化具

有关键的作用·　在湍流的理论研究及工程近似计算中 ,近百年来人们广泛使用了由 J . Boussi2

nesq , G. Taylor和L. Prandtl提出和发展的涡粘性概念[1 ,2 ]·　这一概念用分子粘性来比拟湍流粘

性 ,因此涡粘性是尺度彼此可以分得很开的尺度间的“远程”相互作用·　然而 ,人们普遍认为湍

流不同尺度之间的相互作用主要是相近尺度间的近程相互作用[3 ]·　这方面的研究工作已有一

些 ,典型的如 R. Kraichnan的直接相互作用理论[4 ] ,当雷诺数足够大时 ,该理论表明在波谱空间

能量传递主要发生在三合一的波分量 ( k≈ k′≈ k - k′)之间[4 ]·　又如近年来J . Domaradzki等

处理槽道湍流直接数值模拟 (DNS)数据库的数值分析结果[5 ,6 ]表明 :在波谱空间 ,可分辩波数

( k < k1) 范围的非线性动力学主要为波数 k介于 k1和 2 k1之间的相近波数范围所支配 ,波数

k > 2 k1的高波数范围对波数 k < k1的可分辩波数范围的影响很小可近似略而不计 ;另一方面

相近波数范围 ( k1 < k < 2 k1) 的非线性动力学主要为波数 k < k1的可分辩波数范围所支配 ,

而波数 k > 2 k1的更高波数范围对 k1 < k < 2 k1波数范围的影响比较次要·　又如高智和庄逢
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甘提出的湍流计算的大小尺度方程组[7～9 ]和 T. J . R. Hughes等的湍流多尺度方法[10 ] ,两者均

以湍流不同尺度 (波数)之间的相互作用主要是相近尺度 (波数)间的作用为基础·　本文进一步

探讨这一课题 ,首先从原始变量形式的不可压缩 NS方程组出发 ,顺序论证了尺度间相互作用

力 ,即湍流粘性应力的近程作用特性 ,引入了尺度间共振相互作用的概念 ,然后把近程和共振

作用的结果应用于建立近似封闭的湍流空间平均方程组和湍流多尺度方程组·　

1　湍流尺度间的近程相互作用问题

湍流不同尺度间的近程作用可以形象地表述为 :空间尺度Δx、Δy 和Δz 小于Δxc、Δyc、

Δzc (简略起见 ,称尺度Δx <Δxc ,以下同) 的尺度 (范围) 对尺度大于Δxc的尺度 (范围) 的作用

(参见图 1) ,主要是尺度介于Δxf和Δxc (这里Δxf <Δxc) 之间的相近尺度范围的近程作用·　

图 1　尺度间相互作用示意图 (尺度以特征尺度 L 归一)

论证近程作用命题的主要步骤是 :对原始变量形式的不可压缩 Navier- Stokes(NS)方程作空

间平均运算 ,求得湍流粘性应力梯度的微分表达式 ,由此证明近程作用命题 ;给出近程作用湍

流粘性应力梯度的微分和积分表达式 ;引入尺度间共振作用的概念并给出共振作用湍流粘性

应力梯度的微分表达式·　

不可压缩 Navier- Stokes(NS)方程组为

　　
5 ui

5 x i
= 0 , (1)

　　
5 ui

5 t
+ uj

5 ui

5 xj
= -

5 p
5 xi

+
1
Re

52 ui

5 xj5 xj
, (2)

其中 Re = U0L/ν, ui、xi、t和 p分别用来流速度U0、边界特征长度 L、L/ U0和ρU
2
0归一化·　不

可压 NS方程组的空间平均 (或称长方体滤波)方程组为

　　
5 Uc i

5 x i
= 0 , (3)

　　
5 Uc i

5 t
+ Uc j

5 Uc i

5 xj
= -

5 pc

5 xi
+

1
Re

52 Uc i

5 xj5 xj
- Fc i ( ui , Uc i) , (4)

其中

　　 ( Uc i , pc) =
1
Vc∫Vc

( ui , p) d v , 　　Vc =ΔxcΔycΔzc , (5a)
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　　 Fc i ( ui , Uc i) =
1
Vc∫Vc

( uj - Uc j)
5

5 xj
( ui - Uc i) d v , (5b)

Uc i , pc和 Fc i ( ui , Uc i) 分别表示空间平均速度 i- 分量、空间平均压力和尺度小于Δxc 的尺度

(范围) 作用于尺度大于Δxc的尺度 (范围)的粘性应力梯度 (简称粘性应力 ,以下同)·　

假设NS方程组 (1)～ (2)解连续可微 , ui存在导数 ;取小体积元 Vc =ΔxcΔycΔzc中心为笛

卡儿坐标原点 ,Δxc ν 1 ,Δyc ν 1 ,Δzc ν 1 , 故有

　　Uc j =
1
Vc∫ujd v =

1
ΔxcΔycΔzc∫

Δxc/ 2

-Δxc/ 2∫
Δyc/ 2

-Δyc/ 2∫
Δzc/ 2

-Δzc/ 2
uj0 +

5 uj

5 x 0
x +

5 uj

5 y 0
y +

　　　　
5 uj

5 z 0
z +

1
2

52 uj

5 x2
0

x2 +
1
2

52 uj

5 y2
0

y2 +
1
2

52 uj

5 z2
0

z2 + ⋯ d xd yd z =

　　　　uj0 +
1
24

52 uj

5 x2
0
Δx2

c +
52 uj

5 y2
0
Δy2

c +
52 uj

5 z2
0
Δz2

c + O (Δx4
c ,Δy4

c , ⋯) , (6a)

　　 5
5 xj

( Uc j) =
5 ui

5 xj 0
+

1
24

53 ui

5 xj5 x2
0

Δx2
c +

　　　　
53 ui

5 xj5 y2
0

Δy2
c +

53 ui

5 xj5 z2
0

Δz2
c + O (Δx4

c⋯)·　 (6b)

利用式 (6a)和 (6b)推出

　　 Fc i ( ui , Uc i) =
1

ΔxcΔycΔzc∫
Δxc/ 2

-Δxc/ 2∫
Δyc/ 2

-Δyc/ 2∫
Δzc/ 2

-Δzc/ 2
uj0 +

5 uj

5 x 0
x +

5 uj

5 y 0
y +

　　　　
5 uj

5 z 0
z + ⋯ - uj0 -

1
24

52 uj

5 x2
0
Δx2

c - ⋯ ×
52 ui

5 x 0
+

52 ui

5 xj5 x 0
x +

　　　　
52 ui

5 xj5 y 0
y +

52 ui

5 xj5 z 0
z +

1
2

53 ui

5 xj5 x2
0

x2 + ⋯ -
5 ui

5 x 0
-

　　　　 1
24

53 ui

5 xj5 x2
0

Δx2
c -

1
24

53 ui

5 xj5 y2
0

Δy2
c - ⋯ d xd yd z =

　　　　 1
12

5 uj

5 x

52 ui

5 xj5 x
Δx2

c +
5 uj

5 y

52 ui

5 xj5 y
Δy2

c +

　　　　
5 uj

5 z

52 ui

5 xj5 z
Δz2

c + O (Δx4
c ,Δy4

c , ⋯)·　 (7)

同理尺度小于Δxf的尺度 (范围) 作用于尺度大于Δxf的尺度 (范围)的湍流粘性应力同样

有 (参见图 1)

　　 Ff i ( ui , Uf i) =
1
Vf∫Vf

( uj - Uf j)
5

5 xj
( ui - Uf i) d v =

　　　　 1
12

5 uj

5 x

52 ui

5 xj5 x
Δx2

f +
5 uj

5 y

52 ui

5 xj5 y
Δy2

f +
5 uj

5 z

52 ui

5 xj5 z
Δz2

f +

　　　　O (Δx4
f ,Δx2

fΔy2
f , ⋯) , (8)

其中

　　
( Uf i , pf) =

1
Vf∫Vf

( uj , p) d v ,

Vf =ΔxfΔyfΔzf 　　(Δxf <Δxc ,Δyf <Δyc ,Δzf <Δzc)·　

(8a)
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不失一般性 ,设体积元 Vf和 Vc几何相似且满足关系Δxf/Δxc =Δyf/Δyc =Δzf/Δzc , 则由式

(7)和 (8)推得

　　 Ff i ( ui , Uf i) =
Δx2

f

Δx2
c

Fc i ( ui , Uc i) + O (Δx4
c , ⋯)·　 (9)

由式 (9)可知 ,尺度小于Δxf 的尺度范围作用于尺度大于Δxf的尺度范围的湍流粘性应力仅为

尺度小于Δxc作用于尺度大于Δxc的粘性应力的Δx2
f / (Δx2

c) 倍 (参见表 1)·　设想即使该粘性

应力 Ff i ( ui , Uf i) 全部施加到尺度大于Δxc的尺度范围 ,则粘性应力 Fc i ( ui , Uc i) 还比 Ff i ( ui ,

Uf i) 大 (1 - Δx2
f / (Δx2

c) ) Fc i ( ui , Uc i)·　从物理的考虑知道 , 欠缺的这部分粘性应力 (1 -

Δx2
f / (Δx2

c) ) Fc i ( ui , Uc i) 只能由尺度大于Δxf而小于Δxc的尺度范围所提供 ,从而证明了尺度

小于Δxc尺度范围作用于尺度大于Δxc尺度范围的粘性应力主要由尺度靠近Δxc的尺度范围 ,

更确切地说 ,由尺度大于Δxf而小于Δxc的近程尺度 (范围)所提供·　上述的陈述是近程粘性

应力的物理内涵·　

2　近程粘性应力的积分和微分表达式

由 Fc i ( ui , Uc i) 和 Ff i ( ui , Uf i) 的积分表达式 (5b) 和式 (8) 可知 ,尺度介于Δxf和Δxc之间

的尺度 (范围) 作用于尺度大于Δxc的尺度范围的粘性应力 ,即近程粘性应力的积分表达式应

为

　　 Fcf i ( Uf i , Uc i) =
1
Vc∫Vc

( Uf j - Uc j)
5

5 xj
( Uf i - Uc i) d v , (10)

其中 Uc i和 Uf i分别由式 (5a)和式 (8a)给出·　

近程应力梯度积分式 (10)的证明　把 Fc i ( ui , Uc i) 积分式 (5b)转化为下式

Fc i ( ui , Uc i) =
1
Vc∫Vc

( uj - Uf j + Uf j - Uc j)
5

5 xj
( ui - Uf i + Uf i - Uc i) d v =

　　 1
Vc∫Vc

( uj - Uf j)
5

5 xj
( ui - Uf i) d v +

1
Vc∫Vc

( uj - Uf j)
5

5 xj
( Uf i - Uc i) d v +

　　 1
Vc∫Vc

( Uf j - Uc j)
5

5 xj
( ui - Uf i) d v + Fcf i ( Uf i , Uc i)·　 (11)

不失一般性 ,设 Vc内含有 m2个与 Vc 相似且大小相等的 Vf , Vc的表面为若干 Vf 的表面所覆

盖 ,并恒有 Vc = m2 Vf , S 表示 Vc内任一体积元 Vf 的中心 ,则式 (11)右端第一项可化为

1
Vc

6
m

2

s∫Vf

( uj - Uf i)
5

5 xj
( ui - Uf i) d v = Ff i ( ui , Uf i) + O (Δx2

fΔx2
c)·　 (12a)

进而我们证明式 (11)右端第 2项的数量级为 O (Δx2
fΔx2

c) ,

1
Vc∫Vc

( uj - Uf j)
5

5 xj
( ui - Uc i) d v =

　　 1
Vc

6
m

2

s∫Vf

ujs +
5 uj

5 x s
( x - xs) +

5 uj

5 y s
( y - ys) +

　　
5 uj

5 z s
( z - zs) +

1
2

52 uj

5 x2
s

( x - xs)
2 + ⋯ - ujs -

1
24

52 uj

5 x2
s

Δx2
f -

　　
1
24

52 uj

5 y2
s

Δy2
f - ⋯ ×

5 ui

5 xj s
+

1
24

53 ui

5 xj5 x2
s

Δx2
f +

1
24

53 ui

5 xj5 y2
s

Δy2
f + ⋯ -
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5 ui

5 xj 0
-

1
24

53 ui

5 xj5 x2
0

Δx2
c - ⋯ d xd yd z =

　　
Vf

Vc
6
m

2

s

-
1

192
52 ui

5 x2
s

53 ui

5 xj5 x2
0

Δx2
fΔx2

c -
1

192
52 ui

5 x2
s

53 ui

5 xj5 y2
0

Δx2
fΔy2

c - ⋯ =

　　O (Δx2
fΔx2

c , ⋯)·　 (12b)

类似运算后 ,可以证明式 (11)右端第 3项与第 2项的数量级相同

　　 1
Vc∫Vc

( Uf j - Uc j)
5

5 xj
( ui - Uf i) d v = O (Δx2

fΔx2
c , ⋯)·　 (12c)

利用式 (12a)～ (12c)和式 (9) ,得到如下关系

　　 Fc i ( ui , Uc i) = Ff i ( ui , Uf i) + Fcf i ( Uf i , Uc i) + O (Δx2
fΔx2

c) , (13)

　　 Fcf i ( Uf i , Uc i) = 1 -
Δx2

f

Δx2
c

Fc i ( ui , Uc i) + O (Δx4
c , ⋯)·　 (14)

式 (14)证实了第 1节中关于尺度间近程作用的物理推断·　式 (14)中 Fc i ( ui , Uc i) 代表尺度Δx

<Δxc的全部小尺度范围作用于尺度Δx >Δxc的大尺度 (范围) 的湍流粘性应力 ,参见图1 ,这

是通常所说的尺度彼此可以分得很开的尺度间的相互作用[3 ,4 ] ,即远程粘性应力·　Fcf i ( Uf i ,

Uc i) 代表尺度Δx介于Δxf和Δxc之间 (Δxf <Δx <Δxc) 的相近尺度作用于尺度Δx >Δxc

的尺度范围的粘性应力 ,即近程粘性应力·　表 1给出湍流近程粘性应力与远程粘性应力之比

值 | Fcf i | / | Fc i | 随Δxf/Δxc的变化关系·　

表 1 | Fcf i | / | Fc i | 和 | Fff i | / | Fcf i | 随Δxf/Δxc的变化

Δxf/Δxc 0. 8 0. 7 0. 6 0. 5 0. 4 0. 3 0. 2 0. 1

| Fcf i | / | Fc i | 0. 36 0. 51 0. 64 0. 75 0. 84 0. 91 0. 96 0. 99

| Fff i | / | Fcf i | / / / 0. 33 0. 19 0. 10 0. 04 0. 01

　　由表 1中的数据可知 :相邻小尺度 ,即近程尺度应从Δxc到Δxc/ 2或到Δxc/ 3 ;在这两种情

况下 ,近程尺度贡献了尺度Δx <Δxc/ 2或Δxc/ 3的整个尺度范围作用于尺度Δx >Δxc的粘

性应力的 75 %或 91 % ,尺度Δx <Δxc/ 2或Δxc/ 3的更小尺度对尺度Δx >Δxc大尺度的影响

比较次要·　上述结论与文[5 ,6 ]分析槽道湍流直接数值模拟 (DNS) 数据库得到的主要结论 ,

即波数 k低于 k1波谱范围的非线性动力学主要为波数介于 k1和2 k1之间的波谱范围所支配的

结论[5 ,6 ]相一致·　但近程作用关系 (14)不仅仅适用于槽道湍流 ,它适用于所有的湍流流动·　

已知平均流速 Uf i、Uc i连续可微存在导数·　故由近程粘性应力积分表达式 (10) 出发 ,通

过类似于导出 Fc i ( ui , Uc i) 微分式 (7)的运算 ,参见式 (7) ,不难导出近程粘性应力的如下微分

表达式

　　 Fcf i ( Uf i , Uc i) =
1
12

5 Uf j

5 x

52 Uf i

5 xj5 x
Δx2

c +
5 Uf j

5 y

52 Uf i

5 xj5 y
Δy2

c +

　　　　
5 Uf j

5 z

52 Uf i

5 xj5 z
Δz2

c + O (Δx4
c , ⋯)·　 (15)

由式 (15)可知尺度Δx介于Δxf 和Δxc (Δxf <Δx <Δxc) 之间的尺度范围作用于大尺度

Δx >Δxc的近程粘性应力与细网格 (即尺度Δxf) 上平均速度的一阶和二阶导数成非线性关

系 ,而与粗网格 (即尺度Δxc) 面积成正比·　
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3　共振相互作用概念和共振粘性应力

考虑尺度小于Δxc但很靠近Δxc的尺度范围与尺度大于Δxc 尺度范围之间的相互作用 ,

这种作用显然与近程作用有所不同 ;为了与近程作用相区别 ,我们引入共振相互作用的概念 ,

共振相互作用表示尺度小于Δxc但很靠近Δxc的尺度范围与尺度Δx >Δxc的尺度范围之间

的作用·　根据平均流速的定义推知 ,当Δxf →Δxc ,也就是 Vf →Vc时 (参见图 1) ,必有 Uf i →

Uc i , 因此由近程粘性应力公式 (15)推出共振粘性应力的微分式为

　　 Fcc i ( Uc i , Uc i) =
1
12

5 Uc j

5 x

52 Uc i

5 xj5 x
Δx2

c +
5 Uc j

5 y

52 Uc i

5 xj5 y
Δy2

c +

　　　　
5 Uc j

5 z

52 Uc i

5 xj5 z
Δz2

c + O (Δx4
c , ⋯)·　 (16)

对尺度Δxf , 类似地导出共振粘性应力的微分式为

　　 Fff i ( Uf i , Uf i) =
1
12

5 Uf j

5 x

52 Uf i

5 xj5 x
Δx2

f +
5 Uf j

5 y

52 Uf i

5 xj5 y
Δy2

f +

　　　　
5 Uf j

5 z

52 Uf i

5 xj5 z
Δz2

f + O (Δx4
f , ⋯)·　 (17)

由式 (16)和 (17)可知尺度小于Δxf (或Δxc) 作用于尺度大于Δxf (或Δxc) 的共振粘性应力与尺

度Δxf (或Δxc) 上平均速度的一阶和二阶导数成非线性关系 ,又与尺度Δxf (或Δxc) 网格面积

成正比·　

共振粘性应力 Fff i ( Uf i , Uf i) 形式上类似于 Smagaorinsky 假设的亚格子尺度 ( SGS) 模

型[1 ,2 ] ,但导出它们的概念并不相同·　对应于 Fff i ( Uf i , Uf i) 的 SGS模型为[1～3 ]

　　 5
5 xj

(τij) ,τij = ( cΔ) 2 5 Uf i

5 xj

5 Uf i

5 xj
+

5 Uf j

5 xi

1/ 2 5 Uf i

5 xj
+

5 Uf j

5 x i
, (18a)

其中 5 (τij) / 5 xj对应于 Fff i ( Uf i , Uf i) , c是无量纲经验常数 ,Δ表示滤波尺度或网格尺度 ,选取Δ

为

　　Δ = (ΔxfΔyfΔzf)
1/ 2 或 (Δx2

f +Δy2
f +Δz2

f ) 1/ 2·　 (18b)

比较两者 ,共振粘性应力不包含任何经验常数和关系 ,它基于湍流相近尺度间的共振相互

作用 ;而亚格子尺度 (SGS)应力包含了经验常数和关系 ,它基于经典涡粘性概念 ,即湍流尺度

间的相互作用是尺度彼此可以分得很开的尺度间的远程相互作用[1～4 ]·　利用亚格子尺度模型

可以近似封闭大涡模拟 (LES)方程组 ,同理 ,利用共振粘性应力微分式 (17)自然可以导出新的

大涡模拟 (LES)方程组·　

4　湍流大涡模拟 (LES)方程组

利用共振粘性应力张量 ,见式 (17) ,不难建立如下的空间平均 (或称长方体滤波) Navier-

Stokes方程组 ,即大涡模拟 (LES)方程组

　　
5 Uf i

5 x i
= 0　　( i = 1 ,2 ,3) , (19a)

　　
5 Uf i

5 t
+ Uf j

5 Uf i

5 xj
= -

5 pf

5 xi
+

1
Re

52 Uf i

5 xj5 xj
- Fff i ( Uf i , Uf i) 　　( i = 1 ,2 ,3)·　 (19b)

其中 Uf i和 Fff i ( Uf i , Uf i) 分别在式 (8a)和 (17)给出·　根据尺度间相互作用的近程特性 ,方程组
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(19b)中的分子粘性项理应丢弃 ,把它们保存下来是为了适应固壁条件·　粘性流体在固壁上必

须满足无滑移条件 ,在固壁邻域的粘性次层中分子粘性项具有重要的作用·　同理 ,尺度间的近

程作用意味着LES方程 (19b)中的共振粘性应力项 ,应只作用于尺度大于Δxf但很靠近Δxf 的

局部范围 ,而不是作用于可分辩尺度的全部尺度范围 ,参见图 1·　因此 ,LES方程组 (19a) 、

(19b)难以准确计算湍流的平均特性 ,湍流计算最好采用多尺度方法 ,即最好事先把可分辩尺

度划分成 2个或更多个尺度范围 ,并对这 2个或更多个尺度范围进行求解 ,只有这样才能更好

地反映尺度间近程作用的物理规律·　

5　湍流多尺度方程组

把可分辩尺度划分为 2个或更多个尺度范围 ,并利用尺度间相互作用的近程和共振粘性

应力关系即可获得描述湍流运动的多尺度方程组·　例如当把可分辩尺度划分为尺度介于Δxf

和Δxc之间的小尺度范围和尺度介于Δxc和 1之间的大尺度范围时 ,参见图 1 ,支配大尺度运

动的大尺度空间平均方程组为

　　
5 Uc i

5 xc
= 0 , (20a)

　　
5 Uc i

5 t
+ Uc j

5 Uc i

5 xj
= -

5 pc

5 xi
+

1
Re

52 Uc i

5 xj5 xj
- Fcf i ( Uf i , Uc i) 　　( i = 1 ,2 ,3)·　 (20b)

把LES方程组 (19)减去大尺度方程组 (20) ,即可得到支配小尺度 (细网格)平均量相对大尺度

(粗网格)平均量涨落运动的“小尺度”方程组

　　 5
5 x i

( Uf i - Uc i) = 0 , (21a)

　　 5
5 t

( Uf i - Uc i) + ( Uf j - Uc j)
5

5 xj
( Uf i - Uc i) =

　　　　 -
5

5 x i
( pf - pc) - Uc j

5
5 xj

( Uf i - Uc i) - ( Uf j - Uc j)
5 Uc i

5 xj
+

　　　　 1
Re

52

5 xj5 xj
( Uf i - Uc i) + Fcf i ( Uf i , Uc i) - Fff i ( Uf i , Uf i)·　 (21b)

其中 Uc i和Uf i分别在式 (5a) 和 (8a) 给出 ,近程粘性应力 Fcf i ( Uf i , Uc i) 可用它的积分公式 (10)

或微分公式 (15) ,共振粘性应力 Fff i ( Uf i , Uf i) 见式 (17) ;Δxf及Δyf和Δzf (简写为Δxf) 与LES

的滤波尺度一致而Δxc≈ (2～3)Δxf·　可见大小尺度方程组 (20) 和 (21) 为不包含任何经验常

数和经验关系的近似封闭方程组·　在 LSS方程组中保留分子粘性项的原因与L ES方程组 (19)

中保留分子粘性项的原因相同·　在大尺度方程 (20 b) 中 ,近程粘性应力由尺度Δx介于Δxf和

Δxc (Δxf <Δx <Δxc) 之间的可分辨小尺度 ,即近程小尺度所提供·　小尺度方程 (21b) 中 Fff i

表示不可分辨的更小尺度Δx (Δx <Δxf) 作用于可分辨小尺度Δx (Δxf <Δx <Δxc) 的共振

粘性应力·　在粗细网格几何相似且满足Δxf/ (Δxc) =Δyf/ (Δyc) =Δzf/ (Δzc) 的条件下 ,由

式 (9)和式 (14)推知 :

　　
Fff i

Fcf i
≈
Δx2

f

Δx2
c

1 -
Δx2

f

Δx2
c

- 1

,

参见表 1·　因此作用于可分辨小尺度Δx (Δxf <Δx <Δxc) 的粘性应力主要为可分辨大尺度

Δx (Δx >Δxc) 所提供 ,不可分辨更小尺度的贡献比较次要·　对大小尺度 (LSS)方程 (20)～

(21)的上述说明与数值处理槽道湍流 DNS数据库得到的结论[5 ,6 ]一致 ;文 [ 5 ,6 ]的一个主要结
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论已在对表 1所作的说明中给出 ,另一个主要结论是 :波数 k介于 k1和 2 k1之间的亚格子尺度

动力学主要为它们与波数 k < k1的已分辨尺度间的非线性相互作用所支配 ,更高波数的影响

比较次要·　

LSS方程组 (20)和 (21)与大涡模拟 (LES)的传统方程组相比 ,前者不可分辩尺度只作用于

可分辩尺度的小尺度范围 ,后者则作用于可分辩尺度的全部尺度范围 ,因此前者比后者可以更

好地反映近程作用的物理规律及其影响·　另一方面 ,不可分辩尺度同样包含了宽广的时、空尺

度范围 ,因此 ,要用少数参量和公式来描述不可分辩尺度的完整效应 ,必然存在不确定的不可

知因素·　在多尺度方法中 ,上述不可知因素的影响被局限在可分辩尺度的小尺度范围 ,而在传

统LES方法中 ,上述不可知因素的影响将波及可分辩尺度的整个尺度范围·　多尺度方法可同

时提供湍流空间平均和涨落运动等资料·　以上是多尺度方法与传统 LES方法相比的一些特

点·　

多尺度方法在可分辩尺度的不同尺度范围之间引入了动量、能量传递的非线性物理机制 ,

因此能够更好地反映湍流大涡“产生”小涡、能量级串 (cascade)等湍流实验现象和人们长期积

累的经验认识·　多尺度方法给出的平均、涨落运动和尺度间的交换诸特性可由湍流直接数值

模拟 (DNS)的结果获得 ,为此必须进行“事后”的尺度区分 ,并对 DNS数据库进行数值处理·　数

值处理 DNS数据库得到的结果与多尺度方法结果的一致性和差异 ,是值得研究的课题·　下节

对不可压平面剪切流研究了这一问题·　

此外应提到 ,分子粘性项为线性项 ,近程和共振湍流粘性项均为非线性项·　能量在可分辨

尺度的最小尺度Δxf处不应“累积”,粘性耗散在Δxf处必须占优 ,即方程组 (21b)右端的后 3项

之和应大于零 ;若该条件不满足 ,则可采用尺度范围多于 2个的多尺度方程 ,或适当增大共振

粘性应力项 ,亦可采用常见的亚格子尺度 (SGS)模式取代共振粘性应力项·　

6　不可压平面混合层流动的三维时间演化

对不可压平面混合层流动的三维时间演化问题 ,利用拟谱方法数值求解了湍流多尺度方

程组 (20)和 (21)以及非定常 Navier- Stokes方程组[8 ,9 ]·　

对平面混合层流动的三维演化 ,初始条件如下

　　

( Uc , Vc , Wc) = ( U0tanh (2�z) ,0 ,0) ,

Uf - Uc = A2sin �xcos�y + A3sin �xcos�ycos�z ,

Vf - Vc = - A2cos�xsin �y - A3cos�xsin �ycos�z ,

Wf - Wc = 0 , ( �x , �y , �z) =
1
δ0

w
( x , y , z) ,

(22)

其中 A2 , A3 = 10 - 4分别是二维和三维初始扰动的振幅·　U0为两股来流的平均速度·　流速、

时间 t、坐标变量和压力分别用 U0 , T0 =δ0
w/ U0 ,δ0

w和ρU
2
0归一化 ,δ0

w为初始涡量厚度 , Re =

U0δ
0
w/ν,ν为运动学粘性系数·　为更好地分析大小尺度 (LSS)方程组 (20)和 (21)解的性质 ,并

与NS方程组数值解进行全面的比较 ,对LSS方程组和NS方程组的求解 ,采用了同样的网格体

系 ,例如对 Re = 102δ2
w/ν,网格点数在 x、y和 z方向分别为 32×64×128·　一些典型结果如下 :

平均速度、平均脉动速度、平均剪切粘性应力与 NS解的数值处理结果一致 ,参见图 2～图 3·　

LSS方程组计算同样提供了一些新结果 ,例如给出最大脉动速度、最大剪切粘性应力的变化与

各自平均值的变化有明显不同 ,特别是最大脉动速度和最大剪切粘性应力几乎同时出现了两
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图 2　平面混合层流动平均　　　　　　图 3　平面混合层流动平均和

和最大脉动速度 最大剪切粘性应力

次陡增 ;出现陡增的时间和大小尺度运动之间能量的反传递时间段一致 ,也与大尺度展向涡和

肋涡卷起的时间段一致 ,上述事实说明大小尺度运动之间的动量、能量交换是大尺度运动变化

的主要物理起因·　最大脉动速度和最大剪切粘性应力的突增显然与转捩流中的猝发 (burst)现

象相对应·　应该指出 ,相应 NS计算结果的数值处理并未得到最大脉动速度和最大剪切粘性

应力及其两次突增 ,参见图 2和图 3·　

7　结 束 语

湍流包含了宽广的时间和空间尺度范围 ,尺度间的非线性相互作用是支配湍流动力学的

主要物理机制 ;由于相互作用主要是相近尺度间的近程作用 ,因此湍流计算理应或者说最好采

用多尺度方法·　文中研究了尺度间的近程作用规律 ,得到了湍流近程和共振粘性应力公式 ,作

为应用给出了不包含经验常数或经验关系的近似封闭多尺度方程组以及大涡模拟 (LES)方程

组 ,并讨论了多尺度方法计算湍流的优点·　

王为国博士完成不可压平面剪切层流动的有关数值计算 ,作者在此表示感谢·　
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S hor t- a n d Res o na nt- Ra nge I nt e ract i o ns B e t we e n

Scales i n Tur b ule nce a n d Thei r App lica t i o ns

GAO Zhi

( Instit ute of Mecha nics , Chi nese Academy of Sciences , Beiji ng 100080 , P. R. Chi na)

Abs t ract : Interactions between different scales in turbulence were studied starting from the incom2
pressible Navier-Stokes equations . The integral and differential formulae of the short- range viscous

stresses , which express the short- range interactions between contiguous scales in turbulence , were

given. A concept of the resonant- range interactions between extreme contiguous scales was intro2
duced and the differential formula of the resonant- range viscous stresses was obtained. The short- and

resonant- range viscous stresses were applied to deduce the large- eddy simulation (L ES) equations as

well as the multiscale equations , which are approximately closed and do not contain any empirical

constants or relations . The properties and advantages of using the multiscale equations to compute

turbulent flows were discussed. The short- range character of the interactions between the scales in

turbulence means that the multiscale simulation is a very valuable technique for the calculation of tur2
bulent flows . A few numerical examples were also given.

Key words : turbulence ; interacting scale ; eddy viscosity ; short- range viscous stress ; resonant- range

viscous stress ; multiscale equation
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