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具有圆弧裂纹载流薄板的温度效应分析
Ξ
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摘要 　给出含有圆弧裂纹的载流薄板在通入强大脉冲电流瞬间 ,裂纹尖端处温度场分布的复变函数解。该解是在

首先求解通电瞬间 ,裂纹尖端处所形成的点热源功率的情况下得到的。它为进一步求解裂纹尖端处的应力场奠定了基

础。文中给出的算例表明 ,适当控制通入的电流强度 ,可以达到有效控制裂尖熔化区尺寸以及形成焊口的目的。
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Abstract 　The temperature field around the crack tip in a current2carrying plate with a penetrated arc2crack under the action of

transient pulse current was calculated and analyzed using complex function analysis solution. This solution was obtained on the condition

that the power of point heat source was deduced under the action of transient pulse current , which was the basis of solving the stress field

around the crack tip. The calculated examples were provided. If a current with proper intensity has been switched on , the goal of con2
trolling the melting and welding dimension effectively around the crack tip can be obtained.
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1 　引言

人类长时间在生产与实际生活中 ,常常利用裂纹

有利的一面和消除它不利的因素 ,而得到遏制裂纹扩

展的一些方法[1 ] ,但利用这些方法对裂纹实施止裂 ,均

存在不便利的一面。与文献[1 ]介绍的几种方法不同 ,

利用电磁场热效应遏制裂纹扩展的方法具有一定的优

越性。对于导电材料中的裂纹 ,利用强大的电流或超

强度电磁场的作用 ,遏制快速扩展的裂纹具有广泛应

用的可能性。这种方法具有特殊的优越性就在于能够

保持外力作用不变 ,方法简单 ,收效迅速等优点。

文献[2 ,3 ]分别采用积分变换法和复变函数法研

究了导电薄板内含有直线裂纹时裂纹尖端附近的温度

场。而本文是通过电流矢量与热流矢量的特性 ,给出

瞬间电流绕无限大薄板内圆弧穿透裂纹的复变函数

解。当强度均匀的瞬间电流通入无限大薄板时 ,由于

裂纹的存在 ,将出现局部的温度梯度扰动。在求解裂

纹尖端附近形成的点热源的基础上 ,确定带有曲线裂

纹的载流薄板的温度场 ,从而为进一步确定应力场、实

施裂纹止裂打下基础。本文给出的求解方法简便 ,实

用性强 ,便于工程应用。

2 　基本方程的建立

在 xoy 平面域内 ,有一半径为 R ,所对的圆心角为

2θ的圆弧穿透裂纹 (图 1) 。假设裂纹的正向为由 a

到 b ,其中 a、b 为裂尖 ,并且 a = Re - iθ, b = Reiθ。求
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解圆弧裂纹尖端附近的温度场的过程主要分两个阶

段 :

1) 通过载流薄板内的电流密度的分布 ,求得裂纹

尖端处的热源功率。

2) 根据所求得的热源功率 ,解出裂纹尖端温度场

分布的表达式。

对于多连通域内边值问题 ,采用通常的方法是很

难求解的 ,而运用复变函数的方法会使求解的过程简

化。

2. 1 　电流强度和电流密度的确定

在具有圆弧裂纹的导电薄板上加载定常电流 ,求

解该板中电流密度的分布。参考文献 [4 ]中关于对热

流动的分析 ,导电薄板内的电流强度 I 与电流密度 J

有如下关系

J r =
5 I
5 r

　　Jθ=
1
r

5 I
5θ (1)

利用解析函数

<( z) = I + i V (2)

其中 J r、Jθ分别为 r、θ方向的电流密度 , V 为 I 的共轭

函数 ,并且满足 C2R (柯西2黎曼) 条件 , i = - 1 ,考虑

到式 (1) 和式 (2) 有

Jθ - i J r = Φ( z) 　　　I = Re[ <( z) ] (3)

其中 , Re[ <( z) ] 为对 <( z) 取实部 , 且 <( z) =

∫Φ( z) d z ,由式 (3) 可得

J = J2
r + J2

θ = Φ( z) (4)

图 1 　带有圆弧裂纹的载流薄板

Fig. 1 　A current plate with a curve2crack

　
2. 2 　具有圆弧裂纹的导电薄板内的电流强度

若在无穷远处 ,电流密度是有限的 ,则函数Φ( z)

在域内是正则的。因此边界条件可以写为

[Φ( t) - �Φ( t) ] + + [Φ( t) - �Φ( t) ] - = 2 f ( t)

[Φ( t) + �Φ( t) ] + - [Φ( t) + �Φ( t) ] - = 2 g ( t)

在 l 上

其中

f ( t) = - i
5 I
5 r

+

+
5 I
5 r

-

　　( t ∈ l)

g ( t) = - i
5 I
5 r

+

-
5 I
5 r

-

　　( t ∈ l)

t 为裂纹边界上的点 , l 为裂纹边界 ,正负号分别表示

裂纹的内外边界。并且 f ( t) 、g ( t) 均满足迪里赫里条

件。下面的计算要利用迪里赫里问题的解[5 ]

Φ( z) =
1

2πi X ( z)∫L

X ( t) f ( t) d t
t - z

+
1

2πi∫L

g ( t) d t
t - z

+

1
2 X ( z)

C0 z

R
+ C1 +

D1 R

z
+

D2 R2

z2 +
D0

2
+

( ¨ I) ∞R2

2 z2 (5)

其中 X ( z) = ( z/ R - a) 1/ 2 ( z/ R - b) 1/ 2 ; C0、C1、D0、

D1、D2 为常数 , ( ¨ I) ∞为无穷远处的电流强度梯度。

2. 3 　电流密度的基本方程

由裂纹绝热的边界条件可知 f ( t) = g ( t) = 0 ,则

式 (5) 可以写成

Φ( z) =
1

2 X ( z)
C0 z

R
+ C1 +

D1 R

z
+

D2 R2

z2 +

D0

2
+

( ¨ I) ∞R2

2 z2 (6)

在 z = 0 附近有

1
2 X ( z)

D1 R

z
+

D2 R2

z2 = -
( ¨ I) ∞R2

2 z2 (7)

利用待定系数法 ,并由式 (7) 可得

D2 = ( ¨ I) ∞　　D1 = - ( ¨ I) ∞cosθ (8)

对于充分大的 z 有

Φ( z) = ( ¨ I) ∞ + O
1
z2 (9)

利用无穷远处的边界条件lim
z →∞

Φ( z) = ( ¨ I) ∞,再由式

(6) 和式 (9) 可得

　C0 + D0 = 2 ( ¨ I) ∞　　C1 + C0cosθ = 0 (10)

若 M0 为Φ( z) 的常数项 , N0 为 �Φ( z) 的常数项 ,则有

M0 = �N 0 (11)

综合式 (6) 、式 (9) 、式 (10) 、式 (11) 可得

C0 =
2 + sin2 θ

2
cos2 θ

2

1 + sin2 θ
2

( ¨ I) ∞

C1 = - C0cosθ, D0 = 2 ( ¨ I) ∞ - C0 (12)

把式 (8) 和 (12) 代入式 (6) 可以完全确定Φ( z) ,再把

Φ( z) 代入式 (4) 即可以确定电流密度的方程。

2. 4 　热源功率的计算

在已知裂纹尖端附近的电流密度 J r、Jθ 的情况

下 ,裂纹尖端附近的热源功率为[6 ]

Q =∫
h

- h

J 2
r + J2

θ

σ d z =
2 h J 2

σ

由式 (3) 可得到用Φ( z) 表示的裂纹尖端附近热源功

率 Q =
2 h Φ( z) 2

σ ,其中σ为电导率 , h为薄板的一半
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厚度。

3 　载流薄板内温度场的确定

带有裂纹的载流薄板在瞬间电流作用下 ,由于裂

纹的存在 ,电流在流经裂纹处将出现绕流现象 ,在裂尖

处电流密度集中 ,形成点热源。因此载流薄板内的温度

场由两个因素确定。一是域内无裂纹且具有等效热源

时所产生的温度场 T0 ( x , y) 。二是域内存在裂纹且具

有等效热源时裂纹对周围温度场的扰动值 T 3 ( x , y) 。

因此 ,多连通域内的温度场表示为

T ( x , y) = T0 ( x , y) + T 3 ( x , y) (13)

因板内圆弧裂纹具有绝缘、绝热的性质 ,并且认为

以上所求得的热源功率只有两个裂纹尖端对域内温度

场有作用 ,而忽略域内其他各点的电流热效应。使问题

转化为确定具有点热源多连通域的温度场问题。

3. 1 　z 平面圆弧裂纹到 z′平面直线裂纹的转换

该变换要用到分式线性变换 ,其变换式[7 ]

z′= i
R - z
R + z

(14)

由 a = Re - iθ, b = Re - iθ以及式 (14) 可得

a′= - tan (θ/ 2) 　　b′= tan (θ/ 2)

3. 2 　T0 ( x′, y′) 的表达式

若在 z0′点放置点热源 ,参照文献[6 ] 可得

T0 ( x′, y′) = 2Re F0 ( z0′, z′)

F0 ( x′, y′) = ( x′, y′) = m0 Rln ( z0′- z′)

其中 m0 =
Q

4πλ, Q1、Q2 分别为裂纹尖端的热源功率 ,λ

为材料的热传导系数。考虑到板中有两个点热源 ,参照

文献[8 ] ,利用叠加原理可得

F0 ( x′, y′) =
R

4πλ[ Q1ln ( a′- z′) + Q2ln ( b′- z′) ]

(15)

T0 ( x′, y′) =
R

4πλ{ Q1ln[ ( a′- x′) 2 + y ′2 ] +

Q2ln[ ( b′- x) 2 + y ′2) ]} (16)

3. 3 　T 3 ( x′, y′) 的表达式

绝热裂纹的边界条件为λ 5 T
5 n

= 0。考虑到式

(13) 可得 λ 5 T 3

5 n
= - λ 5 T0

5 n
(17)

则 T 3 ( x′, y′) = 2Re F 3 ( z′) (18)

其中 　F 3 ( z′) =
c
2

+
1

2πi∫l

φ( s)
s - z′d s 　　( s ∈ l)

(19)

c 为实常数 , n 为裂纹边界的法线方向 , s 为裂纹边界

上的点 ,φ( s) 为定义在边界上的实函数 ,在边界处有

5 T 3

5 n

±

= ±ieiα
0φ( s0) -

eiα
0

π∫l
φ( s) k ( s , s0) d s

其中

k ( s , s0) =
1
2

χ′( s)

�s - �s0

-
1

s - s0

χ′( s) =
d�s

d s
= - e - 2iα0

α0 为边界 ±s0 点处法线与变换后裂纹所在轴线的夹

角 ,根据本文实际情况α0 =
π
2
计算可得

5 T 3

5 n

±

= º φ( s0) (20)

5 T0

5 n

±

=
5 T0

5 y
= -

y′
2πλ

Q1

( a′- x′) 2 + y′2 +

Q2

( b′- x′) 2 + y′2 (21)

由边界条件式 (17) 可得

5 T 3

5 n

±

= -
5 T0

5 n

±

(22)

由于经过线性变换后 z 平面中圆弧裂纹变为 z′平面中

的直线裂纹。对于式 (21) 中的裂纹上下边缘的纵坐标

可以由裂纹张开宽度 d′代替。同时考虑到式 (20) 、式

(21) 和式 (22) 可得

φ( s0) = ± d′
2πλ

Q1

( a′- x′) 2 + d′2 +
Q2

( b′- x′) 2 + d′2

(23)

若载流薄板的初始温度为 0 ℃, 圆弧裂纹张开宽

度 d = 0 ,则经过分式线形变换后 z′平面内的直线裂

纹张开宽度 d′ = 0。由式 (19) 和式 (23) 可得

F 3 ( z′) = 0 ,再由式 (18) 可得域内存在裂纹且具有等

效热源时裂纹对周围温度场的扰动值为

T 3 ( x′, y′) = 0 (24)

由文中算例可见 ,裂尖处的等效热源只对周围一

小部分区域有影响 ,而对其他部分影响很小 ,甚至根本

没有影响。

4 　T ( x , y) 的确定

由于在由 z 平面圆弧裂纹到 z′平面直线裂纹的变

换过程中 , T0 ( x′, y′) 已包含了域内无裂纹且具有等

效热源时所产生的温度场 T0 ( x , y) 和域内存在裂纹

且具有等效热源时裂纹对周围温度场的扰动值

T 3 ( x , y) ,又考虑到式 (14) 和式 (15) 可得

F( x , y) =
R

4πλ Q1ln a′- i
R - z
R + z

+ Q2ln b′-
　
　

i
R - z
R + z

=
R

4πλ Q1ln a′-
　
　

i
R - x - i y
R + x + i y

+ Q2ln b′- i
R - x - i y
R + x + i y

(25)

　第 26 卷第 1 期 杨春燕等 :具有圆弧裂纹载流薄板的温度效应分析 089 　



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

因 T ( x , y) = 2Re F( x , y) ,所以由式 (25) 可得圆弧裂

纹在瞬间电流作用下的温度场的表达式如下所示

T ( x , y) =
R

4πλ Q1ln a′-
2 Ry

( R + x) 2 + y2

2

+

R2 - x2 - y2

( R + x) 2

2

+ Q2ln b′-
　
　

2 Ry
( R + x) 2 + y2

2

+
R2 - x2 - y2

( R + x) 2

2

(26)

5 　温度效应分析算例

本文的公式推导是以无限大薄板为基础的 ,但由

于裂尖处点热源只对裂尖周围的一小部分区域 (2 mm

～ 3 mm) 有影响 ,用有限大薄板进行算例分析和实验

研究 ,不会带来大的误差。带有圆弧裂纹的 T7 钢板 ,其

长度为100 mm ,宽度为80 mm ,厚度为2 h = 0. 5 mm , 圆

弧裂纹尺寸 R = 30 mm ,θ =π/ 4 ,该材料的电导率、导

热系数、密度、比热、弹性模量及其随温度变化均按文

献[9 ] 给出的数据取值。通入的电流密度 J0 = 5. 1 ×

108A/ m2。

　　在图2中 ,曲线系列1 、系列2 、系列3分别表示当

图 2 　曲线 T —r

Fig. 2 　Curve T —r

　

图 3 　曲线 T —J 0

Fig. 3 　Curve T —J 0

图 4 　温度梯度图

Fig. 4 　The temperature

　　grads graphics
　　　

图 5 　温度梯度放大图

Fig. 5 　The magnified temperature

grads graphics 　

　θ=π/ 3时 ,通入同一电流情况下的温度 T —r曲线 ,其

中 r为距裂纹尖端距离。图3中的曲线系列1、系列2分

别表示距裂纹尖端为 1. 5 mm和 2. 5 mm处的温度随通

入电流密度的变化曲线。

图 4为算例中所示模型的温度梯度图 ,图5为温度

梯度的局部放大图。裂纹尖端的等温线基本是一同心

圆 ,理论计算结果熔化半径约为 1 mm。图 5 中的 1 为裂

纹尖端处的温度 ,该温度值最高 ,可达 2 000 ℃,远远超

过材料的熔点。图 5 中 2、3 处的温度依次降低。在裂纹

尖端附近温度梯度高达 1 ×106 ℃/ m。而远离裂尖附近

的温度梯度趋近于零。

6 　结论

1) 从图 2可以看出 ,在通入同一电流的情况下 ,当

裂纹所对的圆心角越大时 ,所对应的温度越高 ;当裂纹

所对的圆心角越小时 ,所对应的温度越低。这说明裂纹

的有效 (相当) 长度越大 ,裂纹尖端处的电流集中的程

度越显著 ,其止裂效果越明显。

2) 从图 3可以看出 ,电流密度越大 ,裂纹尖端的温

度值就越大 ;电流密度越小 ,裂纹尖端的温度值就越

小。也即 ,适当控制通入电流的密度 ,可以达到有效控

制裂纹区熔化区尺寸及形成焊口的目的。
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