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1 引言
流线是描述渗流场流体流动的有效工具，它能直观反映油

藏中流体在注入井与生产井之间的运动轨迹，从而帮助油藏工

程师优化井网和注入方案。对流线分布的研究已受到油藏工程

师们的普遍关注[1]。流线是同一时刻，瞬时速度与流场相切的所

有质点所组成的曲线。它给出该时刻不同流体质点的运动方

向。流线生成通常采用数值积分法。即先选定初始位置，然后采

用积分的方法一步步跟踪下去，即可得到质点的位置随时间变

化的曲线。
传统的流线计算通常是在物理空间和计算空间之间建立

一种一一对应的关系，流线的计算是在计算空间上进行，最后

再变换回物理空间去进行显示[2]。给出了基于约束 Delaunay 三

角网格的流线和油藏压力等值线生成算法，可以直接在物理空

间上进行流线的计算。避免了物理空间和计算空间之间的转换

带来的误差。第 3 章中给出了在物理空间上直接计算压力梯度

的方法，利用“指南针”算法进行快速点定位以及选择合适的流

线积分步长，得到时空效率良好的流线生成算法。

2 Delaunay 三角剖分
三角形是二维空间中的单纯形。它具有较好的灵活性，可

以精确地构造二维空间中任意数据场的网格。如果三角剖分中

任何一个三角形的外接圆内部都不包含其他的点，则这个三角

剖分就是 Delaunay 的。二维空间中，任意约束条件下，都可以

得到与边界一致的 Delaunay 三角网格[3]。Delaunay 三角网格是

Voronoi 图的对偶表现形式，它具有最小角最大、局部优化可以

保证全局优化等优良性质。Delaunay 三角化后得到的网格通常

比较“胖”，即接近于正三角形，而这种特性恰恰是数值计算等

应用程序所期望的。
运用约束 Delaunay 细化算法[4]得到 Delaunay 三角网格。使

用三角形外接圆半径和最小边的比值作为三角形网格单元质

量的标准。半径与最小边比值越小，三角形网格质量越好。当三

角形为正三角形时，半径与最小边比值达到最小，为 1/ 3姨 。
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约束 Delaunay 细化算法（Constraint Delaunay Refinement
算法）：

输入：约束线段集合，包括渗流场的内边界、外边界和域中

的约束边。
输出：具有 Delaunay 性质的三角形集合 TS。
算法步骤：

（1）设置期望的三角形网格质量（半径与最小边比值）阈

值QT；

（2）将约束边加入到线段集合 CSS 中；

（3）将 CSS 中所有线段的两个顶点加入到点集 PS 中，去除

PS 中的重合点；

（4）在渗流场域外绘制一个包含整个剖分域的大三角形T′，
将 T′加入到 TS 中；

（5）对于点 P∈PS，将 P 点加入到 TS 中，如果 P 点落在 TS
中的某个三角形 T 的外接圆内，从 TS 中删除 T，形成一个 De－
launay 空洞。连接 Delaunay 空洞的每个顶点和 P，形成新的三

角形单元，将新得到的三角形加入到 TS 中；

（6）重复步骤（5），直至 PS 中的所有点都被加入到 TS 中；

（7）对于线段 CS∈CSS，如果 CS 不是 TS 中某个三角形单

元的一条边，将 CS 线段等分为 CS1 和 CS2 两条线段，从 CSS
中删除 CS，将 CS1 和 CS2 加入 CSS 中。将 CS 的中点加入 TS 中；

（8）重复步骤（7），直至 CSS 中的所有线段都是 TS 中三角

形的一条边；

（9）对于三角形 T∈TS，如果 T 的半径最小边比值大于QT，

计算 T 的外接圆圆心 CP；

（10）对于任意的约束边 CS∈CSS，如果 CS 为直径的圆包

含 CP，将 CS 线段等分为 CS1 和 CS2 两条线段，从 CSS 中删除

CS，将 CS1 和 CS2 加入 CSS 中。将 CS 的中点加入 TS 中；否则，

将 CP 加入 TS 中；

（11）最后得到的 TS 就是需要的满足渗流场边界条件的De－
launay 三角剖分网格。

约束 Delaunay 细化算法结束。

3 渗流场压力梯度计算
渗流场的油藏压力值可以通过计算流体力学（CFD）计算

得到。为了得到流线，首先必须要根据渗流场的油藏压力值得

到压力梯度，即 vx 和 vy。将油藏压力值 P 作为 Z，把三角形网格

由二维拓展到三维空间。由于三角形的单纯性，每个三角形的

三个顶点形成一个平面。不失一般性，设三角形所在的平面方

程为：

AX+BY+CZ+D=0 （1）
则油藏压力梯度为：

vx= 坠z坠x =-AC

vy= 坠z坠y =-BC

∈
∈
∈
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∈
∈
∈
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∈

（2）

三角形所在平面的法矢为（A，B，C）。归一化后，三角形的

法矢可表示为（A
C

，B
C

，1）。因此，根据方程（2），可以对归一化

后的三角形的法矢取反，作为油藏压力的压力梯度值。
考虑 Delaunay 三角剖分后，三角形之间的拓扑关系，每个

三角形的顶点由多个三角形所共有。采用面积加权插值的方法

来计算每个三角形顶点出的油藏压力梯度。假设在三维空间

中，一个顶点由 n 个三角形共有，则该顶点的法矢可以通过公

式（3）来计算得到。
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n

i=1
Σvxi×Ai

n

i=1
ΣAi

vy=
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（3）

对于三维空间中的任意一个 ΔABC，可以通过计算两个矢

量 AB 和 AC 的混合积来得到三角形的面积，如公式（4）所示。

SΔABC= 1
2 |AB×AC|= 1

2

xA yA zA
xB yB zB
xC yC zC

（4）

4 流线生成矢量场插值算法
CFD 数值模拟结果得到的是存储在有限个顶点上的离散

数据。为了得到渗流场域的矢量场连续表示，必须对矢量场进

行插值。通常采用的插值算法主要有线性基函数插值方法、逆
距离加权法、薄板样条法、面积加权法等[2]。由于在第 2 章中已

经得到渗流场的三角网格的拓扑，采用面积加权方法来对组成

油藏压力的梯度分量分别按标量进行插值计算作为渗流场空

间中任一点的压力梯度值的大小。
面积加权法一般用在三角形网格单元中，如图 1 所示，设三

角形内一点 P，要求该点对应点的油藏压力梯度值，可将该点

与三角形的各顶点相连形成三个小三角形，这个三角形的每个

结点的权值可由它对应的小三角形的面积占总面积的比例来

决定，即：

ωA= SΔPBC
SΔABC

ωB= SΔAPC
SΔABC

ωC= SΔABP
SΔABC

∈
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∈

（5）

E（P）=ωAEA+ωBEB+ωCEC （6）
其中（ωA，ωB，ωC）为 P 点在 ΔABC 中的面积坐标。注意到只有当

P 点位于三角形内时，面积坐标的三个分量（ωA，ωB，ωC）才全部

在 0 至 1 之间。

5 流线构造及积分步长
常用的流线积分方法有 Euler 法、二阶 Runge-Kutta 法和

四阶 Runge-Kutta 法等[2]。流线积分的阶数和步长要依据计算

精度和计算效率来折中进行选择。采用二阶 Runge-Kutta 法即

改进的 Euler 法对流线进行积分。积分步长的选取应该根据与

初始点所在的网格的大小成正比，与初始点的速度大小成反比

的原则来进行选取。步长太小，递推次数太多，影响求解速度；

步长太大，流线积分的准确性难以保证，从而引起流场流动特

图 1 面积加权法
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图 3 “翼边”数据结构
A

B

图 2 流线积分过程中的自适应步长

流线

Pk-1 Pk
Pk+1

θn

征的丢失。
采用自适应步长的积分方法，解决流线追踪过程中的效率

和精度之间的矛盾。如图 2 所示，流线上相邻的三个质点 Pk-1、
Pk、Pk+1 之间的夹角可以根据向量 Pk-1Pk 与 PkPk+1 之间的点积得

到，即：

cos θn= Pk-1Pk·PkPk+1

|Pk-1Pk||PkPk+1|
则积分步长 h 有：

hk+1=2hk θ≤0.5°
hk+1=hk 0.5°<θ≤5°
hk+1=hk/2 θ>5

≤
≤
≤≤
≤
≤
≤
≤
≤ °

初始的积分步长 h0= A姨 /|u|，其中 A 为流线起始点所在的

三角形单元的面积，|u|为流线起始点的速度大小。

6 三角网格中的点定位
点定位是指要找出流线上的点所在的三角形单元，以便进

行插值计算得到该点的油藏压力梯度值，作为下一步流线积分

的初始值。在流线构造过程中，对于流线上的每一个点都要执

行一次点定位算法。因此，点定位算法的效率直接关系到整个

流线生成算法的效率[5]。为了提高点定位算法的效率，采用了

“翼边”数据结构，如图 3 所示。Delaunay 三角剖分中，由于共一

条边的最多只有两个三角形，三角形的数据结构中记录了三个

顶点的指针以及与该三角形共某条边的相对三角形的指针，当

该三角形的边位于边界上时，则将与该三角形共边界边的相对

三角形的指针设为 NULL。采用一种基于“翼边”数据结构的

“指南针”的方法来快速判断流场空间中的一点位于哪一个三

角形单元中。

“指南针”算法的描述如下：

输入：新得到的流线上的一点 P，一个记录三角形单元集

合的链表 TL。
输出：包含 P 点的三角形。

（1）在 TL 上任意取一个三角形 T，作为搜索出发点；

（2）计算 P 在 T 的面积坐标：根据计算的面积坐标的正负，

可判断出点 P 与此三角形单元的位置关系：

①如果面积坐标都为正，则说明点在此三角形中，停止搜

索，输出 T，结束。
②如果存在负的面积坐标，则点在此三角形外，并且可知

道点在 T 的哪一条边的外面。根据邻接关系即可找到与三角形

共此边的邻接三角形，并以得到的邻接三角形为出发点 T 继续

搜索，即转到（2）。
假设研究的渗流场域三角剖分后由 n 个三角形单元组成。

若不加任何策略，则判断点位于哪个三角形中的算法复杂度为

O（n）。采用“指南针”算法进行快速点定位算法，在矩形域区域

中其最坏情况是查找对角线处的三角形，在圆形区域中的最坏

情况是查找直径距离处的三角形，可见该算法效率为 O（ n姨 ）。
使用该算法可以大大加快流线的追踪速度。

7 流线生成算法及实例
在第 2 章中，由于已经得到了约束 Delaunay 三角剖分，首

先给出渗流场油藏压力等值线的绘制算法。
油藏压力等值线生成算法：

输入：约束 Delaunay 三角剖分 TS，需要绘制的油藏压力等

值线数值。
输出：油藏压力等值线集合。
算法步骤：

（1）对于 TS 中的任意一个三角形单元 T；

对于需要绘制油藏压力等值线的每个输入数值 P，新建一

个线段集合 ISS，用于保存组成等值线的每个小线段；

①如果三角形 T 的三个顶点单元的油藏压力值均大于或

者小于 P，继续；

②否则，运用线性插值计算得到三角形中两条边上与 P 值

相等的两个点，连接两个点作为一个新线段 S，将 S 加入集合

ISS 的尾部。
（2）对于要绘制等值线的每个压力值 P，将线段集合 ISS

中的小线段首尾相连，得到一个多义线集合；

（3）为了得到光滑的等值线，将每条多义线的顶点集合作

为数据点，反求出三次 B 样条曲线的控制顶点。使用过数据点

的三次 B 样条曲线作为油藏压力等值线。得到的等值线是 C
2

连续的。
采用上述的等值线算法，在等值线生成过程中，所有的三

角形单元仅被访问一次。油藏压力等值线生成算法的复杂度是

O（n）。它与三角形单元数量成正比。
对于流线生成算法而言，首要的问题就是确定流线生成的

终止条件。满足如下两个条件之一，流线跟踪就停止：

（1）流线积分到了渗流场域的边界；

（2）当前积分点的矢量值为 0，即流线积分到了临界点。
渗流场流线生成算法如下：

（1）给定流线生成的种子点；

（2）对于每个种子点 P，调用点定位算法，找出包含 P 点的

三角形网格单元；

（3）while（P 点在渗流场边界内 && P 点不是临界点）

{
①插值求得 P 点处的速度矢量值；

②依据 P 点所在的网格大小以及 P 点处的速度确定积分

步长；

③采用数值积分计算计算下一步的位置点 P′；
④保存 P′点坐标，令 P=P′；
⑤采用“指南针”法进行快速点定位，找出包含 P 点的三角

形网格单元。
}
图 4 和图 5 是两个实例。红线代表渗流场的 Delaunay 三

角剖分结果，蓝线代表得到的渗流场油藏压力的等值线，绿线

则代表生成的渗流场流线。图 4（a）和图 5（a）是在平面上得到
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图 4 细分结果对比图

（a）椭球体原

线框图

（b）椭球体

原光照图

（c）传统 loop 细分

一次的线框图

（d）传统 loop 细分

一次的光照图

（e）三进制 loop 细

分一次的线框图

（f）三进制 loop 细

分一次的光照图

6 结论
根据多分辨率分析中的三进制双正交对称插值小波的原

理，提出了基于三进制的 loop 细分算法。从分析算法的几何原

理可知，这种算法简单有效、实用性强。实验结果表明该算法与

传统 loop 细分算法相比，具有更快的收敛速度，从而能够对模

型进行更快的渲染操作。
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图 4（c） 三维空间

中流线等值线图

图 4（a） 平面流线等

值线及三角网格图

图 4（b） 将油藏压力

P 值放大 500 倍作为

Z 值，三维空间中流线

等值线及三角网格图

图 5（a） 平面流线等

值线及三角网格图

图 5（b） 将油藏压力

P 值放大 500 倍作为

Z 值，三维空间中流线

等值线及三角网格图

图 5（c） 三维空间中

流线等值线图

的流线结果图。将油藏压力值放大 500 倍作为 Z 值，并将其在三

维空间中显示，结果如图 4（b）和图 5（b）所示。图 4（c）和图 5（c）
是将三角网格隐藏后在三维空间中得到的等值线和流线图。实

例表明，无论在二维空间还是三维空间中，油藏压力等值线和渗

流场流线之间是彼此互相垂直的，与理论结果相符。应用该文算

法产生的流线分布能够较为直观地反映出油藏流体在注采井间

的运动轨迹，为优化井网和注入方案提供了重要依据。

8 结论
给出了基于约束 Delaunay 三角网格的流线生成算法，可

以直接在物理空间上进行流线的计算。避免了物理空间和计算

空间之间的转换带来的误差。提出了一种新的基于物理空间的

计算渗流场压力梯度的方法，借助于“翼边”数据结构，设计了

“指南针”算法加速流线的跟踪过程。实例表明，算法具有良好

的时空效率，结果能够较为直观地反映出油藏流体在注采井间

的运动轨迹。
由于二维空间中，任意约束条件下，都可以得到与边界一

致的 Delaunay 三角网格，因此，给出的渗流场流线生成算法对

于任意复杂边界的渗流场流线生成都是有效的。目前，该文算

法应用成功应用于商品化软件系统中。
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