
127 

 
 

梯度材料的黏附接触封闭解∗ 
 

陈少华  闫聪 
（中国科学院力学研究所，非线性力学国家重点实验室，100190） 

 
摘要  本文给出了半径为 R 的刚性球体与梯度材料弹性半空间黏附接触的封闭解。梯度材

料的杨氏模量随深度呈幂次变化 0 0( / )kE E z c=
，考虑接触体表面力的作用，最终得到了

外加载荷与接触半径的显式关系，及拉脱时的临界外力及临界半径的解析表达式。当 k 为 0

时，结果则为著名的 JKR 理论解；当 1k = 时，则得到 Gibson 材料的黏附接触封闭解。本

文的解析结果为进一步分析梯度材料的黏附特性及工程实际应用提供了有效的理论工具。 
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一、 前言 
 
    接触力学自 1882 年 Hertz 提出 Hertz 理论[1]后，广泛应用于很多工程。后来实验发

现，当外力很小或外力为零时，Hertz 理论与实验结果并不相符。1971 年，Johnson 等人

考虑接触体表面力的相互作用，利用弹性应变能与表面能的平衡准则提出了著名的 JKR
黏附接触理论[2]。随后相继出现了著名的 DMT 理论[3]及 MD 理论[4]。JKR、DMT 及

MD 理论的适用范围由 Tabor 参数确定，当 Tabor 参数远小于 1 时，DMT 理论适用；当

Tabor 参数远大于 1 时，JKR 理论适用；MD 理论则适用于中间情况。在三种黏附接触

理论的基础上，黏附接触力学得到了进一步的拓展和应用，尤其是 近几年在解释生物

黏附中的力学机制方面发挥了重要的作用[5,6]。至今，梯度材料的接触理论仍然局限于

Hertz 接触[7,8]，梯度材料的黏附接触理论解还未给出。但一类生物黏附系统的宏观表

现具有梯度特性，为了解释梯度特性在生物黏附中的作用，我们首先必须得到梯度材料

的黏附接触理论解。本文的主要目的就是给出梯度材料的黏附接触理论解[9,10]，为进

一步理解梯度材料的黏附提供理论工具。 
 

二、 理论模型及其封闭解 
 
2.1  黏附接触理论模型 
图 1 表示一个半径为 R 的刚性球体与梯度材料弹性半空间黏

附接触。刚性球体受到外压力 P 的作用，接触半径为 a 。 
    对于梯度材料弹性半空间，我们假设其杨氏模量随深度呈

幂次变化的规律 

( )0 0( ) / kE z E z c=   0 1k< <    （1） 
 其中 0E 为参考杨氏模量， 0c ( 0 0c > )为特征深度，k 为梯度变
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图 1 三维黏附接触模型
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化指数，梯度材料的泊松比假设为常数ν 。在法向外力的作用下，界面处剪切应力可以

忽略[11]。 
    当 0k = ，梯度材料退化为各向同性材料； 1k = 对应经典 Gibson 材料。文献[7,8]已
经通过压痕问题的有限元分析，讨论了公式（1）定义的梯度材料接触力学解的适用性：

真实梯度材料 0 0( ) [( ) / ]kE z E z L c= + 的接触力学一阶近似解，可以由 ( )0 0/ kE E z c= 梯度材

料与 0 0( ) ( / )kE z E L c= 均匀弹性材料的解叠加得到. 

2.2 梯度材料的三维黏附接触理论解 
    文献[8]已经给出了刚性球体及刚性圆柱形压头与杨氏模量按公式(1)变化的梯度材

料的 Hertz 接触解。应用文献[4]中的思想，刚性球体与弹性半空间黏附接触理论解可以

由刚性球体与弹性半空间 Hertz 接触解及刚性圆柱压头与弹性半空间接触解叠加得到。

通过大量的分析及复杂的求解， 终我们首次得到了三维刚性球体与梯度材料弹性半空

间黏附接触的解析表达，具体过程可参见[10]。 
实验研究人员 为关注的拉脱临界外力 crP 及临界接触半径 cra 为： 
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其中 γΔ 为界面黏附能， *θ 参见文献[10]。 
    由公式(2)可见，当梯度变化指数 0k = 时，临界拉脱力及临界接触半径则退化为经

典的 JKR 理论解；当 1k = 时，则得到 Gibson 材料的黏附接触封闭解。Gibson 材料黏附

接触的临界拉脱力及临界接触半径表示为： 

2crP Rπ γ= − Δ ，  
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三、 结论 

 
本文主要研究了梯度材料黏附接触问题，建立了一系列简单的封闭解析解，包括拉

脱临界外力、临界接触半径。 重要的发现则是拉脱力具有非常简单的解析表达式：

( 3) / 2crP k Rπ γ= − + Δ ，其中 R 为刚性球体的半径， γΔ 为界面黏附能。当 0k = 时，梯度

材料的解析解则退化为著名的 JKR 理论解；当 1k = ， 0.5ν = ，则能够给出 Gibson 材料

的黏附封闭解。 
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