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0 引言

非均匀介质的微损伤的微观观察表明 [1-5]，在

材料受载变形过程中，微裂纹会由初始的空间随机

分布逐渐转向局部性的集中，最后诱发宏观破坏。

白以龙、夏蒙棼等 [6-15] 在理论和实验研究的基础

上，发现非均匀脆性介质损伤演化到最后发生宏观

灾变破坏的过程实际是一个损伤演化诱致灾变的

过程。他们把力学与统计物理学及非线性科学结合

起来，建立了统计细观损伤力学和损伤演化诱致灾

变理论 [3,5,8-10]，并通过跨尺度分析将材料的微结构

效应与其宏观力学行为，特别是破坏联系起来，发

现初始随机的微损伤的发展会形成宏观上的局部

化区 [7,10,14-15]。实际上，无序非均匀脆性介质在受载

过程中，出现变形和损伤局部化并最终导致灾变性

破坏是一种普遍性的现象。损伤演化局部化是造成

灾变破坏表现出不确定性的一个重要原因 [6,14-15]。

在整体平均场近似下，灾变破坏可由整体平均

量表征，在这种意义下，可确定性地描述何时发生

宏观灾变破坏 [14]。对整体平均场的显著偏离可能

是灾变破坏表现出不确定性的一个主要起因，这种

对整体平均场的偏离典型地表现为局部化的出现。

在很多情况下，灾变破坏是由变形和损伤局部化的

发展所触发的 [6,14-15]，而灾变破坏点与变形和损伤

局部化的一些特征量有关，如局部化区的特征尺

度、局部化的程度等 [6,14-15]。当发生变形和损伤局

部化时，整体平均场近似不再适用，并且局部化的

发展并不完全由整体平均量确定 [14-17]，这就导致了

灾变破坏的不确定性。

对于具有宏观统计均匀性的介质，在外载作用

下，在初始阶段系统内的应力和变形大体是均匀

的。在这种情况下，系统内出现的细观损伤是随机

均匀分布的，相应地，在宏观上表现为均匀损伤。

在加载过程中，损伤演化可能会达到一个转变点，

即均匀损伤失稳，对均匀损伤的微小偏离可能会被

不断放大，导致不同尺度上的损伤场涨落和损伤局

部化。所以，非均匀介质损伤由初始均匀的随机损

伤演化发生失稳现象是非均匀介质发生局部化转
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变的前提。

为了认识和理解材料损伤和变形局部化现象，

研究者们做出了很多的努力，并取得了较大的进

展。Rudnicki和 Rice [18] 通过线性稳定性方法分析

了一个均匀材料体在给定的本构关系和边界条件

下是否会发生局部化的问题。在这些理论中，研究

者们 [18-19] 导出的均匀场线性失稳的条件，可能对

应于均匀场向局部化转变的条件。该途径的优点是

它可基于平均场模型导出，因为它回答的是对平均

场发生微小偏离时是否进一步发展的问题。

本文将首先通过微扰分析方法，基于损伤演化

方程，分析均匀场在微小扰动下的线性失稳问题，

这是损伤演化发生局部化转变的前提。并进一步基

于分区平均场近似和弹脆性模型 [20]，研究失稳发

生后，进一步的加载是否会导致非均匀性的进一步

增强，也就是探讨这种失稳发生后的进一步发展问

题，这是局部化演化诱发灾变破坏的一个先决条

件。

1 一维情况下均匀变形和损伤的线性失稳

假设准静态均匀变形时的应力、应变和损伤分

数为 ， ， 。脚标 表示均匀变形状态，它们

之间应服从相应的本构关系

= , = 。 (1)

下面考虑在上述准静态的均匀场上发生一个

微小扰动时，考察随着损伤和变形的演化发展，该

扰动的发展是否会随着时间成指数型失稳增长，即

假设损伤分数 ，应力 ，应变 和质点速度 为

= + ′ ′

= + ′ ′

= + ′ ′

= + ′ ′

， (2)

式中， ′， ′， ′， ′为各量的微小扰动量，其

远远小于各自相应的均匀场对应的量值 ， ，

和 ，并可表示为

′= e +i

′= e +i

′= e +i

′= e +i

。 (3)

式中， 为时间，为波数，下标 表示该量为小量。

于是，均匀场的线性稳定问题转化为上面各微小扰

动量发生随时间长大的线性失稳条件。很容易看

出，上式中系数 可能为正实数或实部为正的复数

的条件就是微小扰动发生失稳的条件。

在一维情况的准静态应变控制加载下，对于弹

脆性损伤统计模型 [15,20]，有 = 。整体平均场近

似下，其本构方程可以写为如下形式 [15,21]：

= 0 1 = ， (4)

式中， 0为材料的弹性模量。系统中，随时间演化

的非均匀损伤场和非均匀变形场应该遵守如下的

力学方程组 [22]

= , ; 0 = ; 0

=0

0 =0

。 (5)

上面方程组中的第 1 个方程是损伤场演化控

制方程，函数是损伤动力学函数，表示损伤随时

间的演化率，方程中略去了流动项；第 2 个方程为

连续方程；第 3 个为动量方程或平衡方程。其中 0

为加载控制量，譬如常见的恒应变率控制加载，又

均匀场下的应变即为其平均应变，从而有

=< >= 0 。其中< >为系统在 时刻的平均

应变。对于准静态单调加载，整个加载过程中 0是

一个很小的不变量。 0为初始体积。方程组 (5) 再

加上一个本构方程 (1)，就构成为了一个闭合的控

制方程组。在均匀性的近似条件下，其均匀量 ，

， 和 满足如下方程组：

= ; 0

=0

=0

=0

。 (6)

将式 (2) 代入方程组 (5) 的第 1 个式子，将

损伤演化函数 在平均场附近展开并忽略其高阶
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项，则有

+ ′= ; 0 + ′ ; 0 ′， (7)

结合式 (3) 和式 (6)，并整理后，上式变为

′=0 。 (8)

经过同样整理后，方程组 (5) 的第 2，3 两式

分别可以写为

i =0 ， (9)

和

0 i =0 ， (10)

将本构方程 (1) 写成增量形式，并将式 (2) 和 (3)

代入后整理可得

d
d =0 。 (11)

由式 (8) ~ (11) 组成的以 ， ， 和 为未

知数的齐次方程组，有实根的条件为其系数行列式

等于 0。根据此条件整理后可以得到如下的关于特

征值 的控制方程

2+ 2
0

d
d =0 。 (12)

从上面的分析可以看出，该系统损伤演化线性

失稳的条件就是方程 (12) 中的变量 有正的实根

或实部为正的复数根的条件。由于初始体积 0恒大

于 0，所以系统发生微扰失稳的条件即为

d
d <0 ， (13)

也就是说在最大应力点之后，该系统的均匀变形和

损伤场将可能会发生失稳。

可以看出，岩石类非均匀脆性材料在微小扰动

下具有由均匀场演化到失稳的特征。以往的研究者

们对非均匀脆性介质的局部化转变点的讨论很多，

Wawersik 等 [23-24] 报道岩石的局部化可能发生在最

大应力点之后。Rudnicki和Rice [18] 通过微扰分析，

基于弹塑性本构对岩石的局部化条件进行了研究。

在他们的结果中，当局部化区所在剪切面上法向受

压时失稳点发生在最大应力点之后，对于纯剪和拉

伸时，其失稳点可能在最大应力点之后，也可能在

最大应力点之前。线性的稳定性分析回答的是均匀

场的演化失稳问题，但是这种失稳是否会进一步发

展是局部化演化触发灾变破坏的前提。所以，下面

将基于一个简化模型来讨论如果最大应力点后发

生了局部化，其是否会进一步发展的问题。

2 非均匀变形和损伤场的成核和发展

局部化发生后，一般局部化区的变形和损伤继

续发展，而其他的区域发生弹性卸载 [15,18]。要理解

这个现象，首先来考察如图 1 所示的由两部分组成

的串联系统。当系统是均匀变形和损伤时，即两部

分的变形和损伤及其增量均相同时，如图 1 中的力

平衡和变形协调条件很容易满足。于是，问题转化

为了考察图 1 所示系统中是否存在满足一部分加

载而另一部分发生卸载这种情形的条件。

图 1 分区平均场模型描述

Fig. 1 A sketch of local mean field approximation

对于弹脆性材料（应力应变关系如图 2 所示），

变形增加即加载时，损伤单调增加。所以，当应变

增量 >0时，损伤会继续发展，从而损伤分数 的

增量 = d
d = 。于是，将本构方程式 (4)

写成增量形式并略去高阶项，整理后则有

= 0 1 =

0 1 d
d 。 (14)

另一方面，如果其变形减小时，其损伤不再增

加，而发生如图 1 所示的弹性卸载。本文分析中不

考虑损伤的愈合。也就是说应变增量 <0时，为弹

性卸载，损伤增量 =0，此时有

= 0 1 。 (15)

2

1

1
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图 2 弹脆性损伤模型

Fig. 2 A sketch of stress-strain relation of ESB model

为简化对非均匀变形和损伤场的分析，假定系

统由各自均匀变形的两部分串联组成（如图 1 所

示）。采用分区平均场近似，整体体系分为如图 1

中的 1 和 2 两部分组成的串联系统。一部分是占整

体尺度比例为 的部分，其应变为 1= + 1，并设

1>0，显然 <1。该部分的损伤为

1= + 1 = + d
d 1

1， 1=
d
d 1

1 ，(16)

应力为

1= + 1 = + d
d 1

1， 1=
d
d 1

1 ，(17)

1， 1和 1分别为比例为 部分的名义应力、名义应

变和损伤分数。

同时，另一部分所占比例为1 ，其应变为

2= + 2，损伤为

2= + 2 = + d
d 2

2， 2=
d
d 2

2 ，(18)

应力为

2= + 2 = + d
d 2

2， 2=
d
d 2

2 ，(19)

2， 2和 2为比例为1 部分的名义应力、名义应变

和损伤分数。

根据系统的变形几何关系，系统的总应变为

= 1+ 1 2 ， = 1+ 1 2 。 (20)

可以看出，如果是均匀的应变场则要求

1= 2。而非均匀应变场则对应于 1 2情形。在

最大应力之后，即当 > max 时有d <0。当系统中占

比例为 的第 1 部分变形继续增加时，该部分的在

最大应力点之后应力增量应满足

1=
d
d 1

1= 0 1 d
d 1<0 ， (21)

局部化发生以后，应变和损伤将会聚集在局部化区

域，而其它区域一般发生弹性卸载 [15,18]。本文中假

设比例为1 的第 2 部分发生弹性卸载，则有

2= 0 1 2<0 。 (22)

根据上面第 1 部分加载，相应的第 2 部分发生

弹性卸载的假设，即 1>0， 2<0。由于 小于

1，所以只要
d
d 1

= 0 1 d
d <0，也就是

说在最大应力点之后，式 (21) 和 (22) 就能成立。

再来考察应变，对于给定的 ，整个系统应变

的 增 量 应 满 足 = 1+ 1 2，所 以

2=
1

1 1 。条件 1>0， 2<0要求 1> 。

根据图 1 中第 1 和第 2 两部分的力平衡条件，要

求两部分的应力和应力增量均应相等，则由式

(20) ~ (22) 整理后，可以将整个系统的应变增量

表示为

= 1
0 1

d
d 1

+ 1 。 (23)

可以看出，在最大应力之后，即
d
d 1

<0时，

只要 1> ，在控制系统边界位移的单调加载下，

即 >0时，原来的均匀系统可能出现 部分的变形

继续增加，而1 部分发生弹性卸载的非均匀变形

现象。也就是说系统会出现均匀的变形和损伤演化

失稳现象，这是系统发生应变和损伤局部化的前

提。值得注意的是，如果 1< ，根据方程 (23)

有 <0，而在控制系统边界位移的单调加载下又要

求 >0时，此时就会诱发系统的灾变破坏。

下面来考察进一步加载（即名义应变进一步增

大）是否会导致系统非均匀性的进一步增强。根据

上面分析，系统在最大应力点后发生分叉，即如图

2所示应力应变曲线所示的一部分发生弹性卸载而

另一部分继续加载。继续上文的分析，在图 1 所示

加载继续损伤

弹
性
卸
载
或
加
载

0
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串联系统中，分叉时，还是假设比例为 的 1 区变

形继续增加，另一部分（比例为1 的 2 区）弹性

卸载，即 1>0， 2<0。记分叉点的应变为 max，

系统发生分叉后，在边界位移控制加载下，即控制

系统的名义应变 进一步加载到 ′= + ，其中，

′> max，于 是，有 1′= 1+ 1， 2′= 2+ 2，且

= 1+ 1 2。

系统发生分叉以后，图 1 中所占比例为 的 1

区可能有两个状态。一种是其保持加载状态，即其

损伤和变形进一步增长，这对应与局部化和非均匀

性的进一步发展。另一种情况就是 1 区由加载转变

为弹性卸载，而 2 区由弹性卸载转变为加载，这种

情况对应扰动的失稳发展停止了或局部化不再发

展。

对于第一种情况，系统发生分叉以后，倘若

1>0, 2<0 ，即 区进一步加载、而1 区进一步

卸载，这种状态是可以存在的。

对于第二种情况，倘若 1<0, 2>0 ，即比例

为 的 1 区由加载转变为了卸载即 1<0，而比例为

1 的 2 区由弹性卸载转变为了加载即 2>0。此

时，由于1 区是由弹性卸载状态转变为加载状态

的，故其加载仍是沿着图 2 中的虚线发生弹性加

载，于是会导致 2>0。而 区成为弹性卸载又要求

1<0，这样就出现了 2 1的情况，很明显这就

导致了系统不满足力的平衡条件。所以，这个状态

不可能出现。

由以上分析可以看出，当 > max时，在一维串联

系统中，如果出现分叉（一部分区域进一步加载、

另一部分区域卸载），形成高应变、高损伤的加载

区和低应变、低损伤的卸载区，则名义应变进一步

增大时，只可能是高应变、高损伤区进一步加载，

而低应变、低损伤区进一步卸载。也就是说系统发

生分叉以后，进一步加载（即名义应变进一步增

大）只会导致非均匀性的进一步增强。

3 结论

本文基于线性失稳分析，指出在一维准静态加

载下下均匀场在最大应力点之后会发生线性失稳，

变形和损伤场不再能保持均匀。回答了均匀场为什

么会发生局部化的问题，给出了局部化发生的一个

前提条件。

基于分区平均场近似和弹脆性模型，对系统中

一部分加载而另一部分发生弹性卸载的局部化情

况的分析，表明均匀场发生这种非均匀转变并继续

发展的状态是可以存在的。而发生这种分叉失稳

后，不可能出现原来的加载区转变为卸载区而原来

的卸载区又反过来转变为加载区的情况。所以，均

匀场模式发生失稳以后系统中出现部分弹性卸载

和部分继续损伤的非均匀性会进一步发展和增强。
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One-dimension damage evolution instability and its growth of

heterogeneous brittle material under quasi-static loading

HAO Sheng-wang1,2

(1. State Key Laboratory of Nonlinear Mechanics, Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100080, China;

2. College of Architectural Engineering and Mechanics, Yanshan University, Qinhuangdao, Hebei 066004, China)

Abstract: The uncertainty of both localization transition and its growth are a key factor leading to the uncertainty of catastrophic

rupture. In this paper, instabilities in heterogeneous material are investigated for one-dimensional state under quasi-static loadings

by using a perturbation approach. The interests of present paper focused in particular on the onset and growth of localization. The

perturbation analysis indicated that the instability might be occur after peak stress point. Base on local-mean-field approximation

and the elastic and statistical brittle (ESB) model, it is demonstrated that the state that one part unloads elastically but the other

part is loaded could appear if the system is loaded by controlling the boundary displacement. Moreover, the localization would

grow with loading. These results can help to understand the mechanism of localization evolution inducing catastrophic rupture.

Key words: heterogeneous brittle material; instability; localization; catastrophic rupture


